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Apresentação

reunimos aqui profissionais interes-
sados em promover e incentivar a apren-
dizagem de ciências, certos de que este 
assunto é um elemento importante para o de-
senvolvimento da autonomia e do senso críti-
co dos seus leitores, alunos do ensino Médio e  
público em geral.

o emocionante mundo das ciências en-
volve os caminhos das descobertas, das in-
venções que sempre motivaram o ser humano 
a buscar seu desenvolvimento e a melhoria de 
tudo à sua volta. assim, a busca por respos-
tas leva-nos a enfrentar obstáculos que, em 
princípio, parecem intransponíveis, mas que 
no fundo, temos o sentimento de que somos 
capazes de superá-los.
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esse sentimento motiva-nos a seguir 
adiante e a escrever uma história, que trans-
passa os séculos e carrega os resultados das 
múltiplas respostas que se integram, contri-
buindo para o enriquecimento do nosso co-
nhecimento. Cada um dos seres que passou 
pelo nosso planeta certamente contribuiu, de 
alguma forma, para a construção dessa rede, 
que envolve as diversas áreas do saber.

neste livro, selecionamos alguns assun-
tos interessantes das áreas da Matemática e da 
Física, trazendo, em cada um dos capítulos, 
autores interessados em pesquisar formas de 
melhorar o ensino e a aprendizagem dessas 
disciplinas. São professores experientes que, 
a partir de um objetivo comum, envereda-
ram-se pela área da pesquisa em ensino das 
ciências, por pura fascinação. ou ainda, pelo 
prazer de ver multiplicada a possibilidade 
de desenvolver nas pessoas o senso crítico e 
o prazer da construção do próprio conheci-
mento. assim, os assuntos foram elencados 
em cinco seções, quais sejam:
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no Capítulo 1, as autoras da área da Fí-
sica, tanto do ensino Médio quanto do supe-
rior, além da pesquisa em ensino, apresentam 
uma discussão sobre ciência e a alegria de 
aprender tanto na visão dos alunos, quanto 
dos professores, trazendo como exemplo al-
guns experimentos de Física e do Banco in-
ternacional de objetos educacionais (Bioe). 

no Capítulo 2, os autores, matemáti-
cos e pesquisadores do ensino, apresentam 
um interessante texto que nos conta sobre a 
geometria, uma das teorias mais antigas da 
humanidade, mostrando, por meio de sua 
história, a beleza do pensamento humano.  
os autores apresentam os conceitos matemá-
ticos relacionados à geometria, não somente 
a partir dos problemas históricos que os ori-
ginaram, mas também mostrando os seus as-
pectos práticos e lúdicos.

no Capítulo 3, pesquisadoras em en-
sino de Física trazem à discussão uma sé-
rie de debates, conversas e cartas trocadas,  
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principalmente, entre os físicos einstein e 
Bohr, no final da década de 1920 e início da 
de 1930. o contexto abordado pelas autoras 
é o interessante campo da Física Quântica e 
da Filosofia da Ciência, mostrando como os 
cientistas nem sempre concordam entre si e 
como isso pode ser (muito) bom.

no Capítulo 4, matemáticos e pesqui-
sadores do ensino apresentam o fascinante 
mundo dos números e algumas de suas parti-
cularidades históricas. e, apostando que você 
sabe mais acerca deste conhecimento do que 
imagina, os autores contam, utilizando alguns 
exemplos e curiosidades, o percurso da cons-
trução dessa história.

no Capítulo 5, físicos e um cientista da 
computação reuniram-se para mostrar que a 
integração social é favorável ao desenvolvi-
mento do conhecimento, tratando de dois as-
suntos que se interligam: uma proposta para 
o ensino de deficientes visuais e a resolução 
de problemas (PBl). esse é, sem dúvida, um 
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assunto seríssimo, pois os alunos cegos não se 
encaixam nos padrões didáticos de uma aula 
expositiva, devido às dificuldades em atingir 
seus objetivos, uma vez que esse tipo de aula 
não atende a suas necessidades especiais. Por 
isso, os autores apresentam possibilidades di-
dáticas para que todos os alunos possam inte-
ragir e aprender juntos. 
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Ciência divertida por meio  
do uso de experimentos  
práticos em sala de aula

Maria inês ribas rodrigues1

alinic Vieira de Barros2

Paloma alinne a. rodrigues3

1.1 É possível aprender ciências de forma  
 divertida?

Você conseguiria imaginar um cientis-
ta brincando em seu dia a dia? Saiba que o  

1 Professora doutora do Programa de Pós-graduação 
em ensino, História e Filosofia das Ciências e Matemá-
tica da uFaBC.
2 Mestre pelo Programa de Pós-graduação em ensino, 
História e Filosofia das Ciências e Matemática da uFaBC.
3 Mestre pelo Programa de Pós-graduação em ensino,  
História e Filosofia das Ciências e Matemática da  
uFaBC. doutoranda pela FeuSP e Professora da uniFei.

1C a p í t u l o
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estímulo à maneira divertida de aprender não 
está restrito apenas ao ensino Fundamental, 
e pode ser implementado em qualquer nível 
de ensino, com as devidas adaptações, como 
veremos mais adiante. 

apesar de pouco divulgado, einstein de-
fendia que o ensino de Ciências fosse desen-
volvido com alegria, pois essa atividade en-
contraria ressonância na atuação do cientista 
e, também, buscaria o prazer na solução de 
problemas por meio da investigação. a partir 
dessas considerações, neste capítulo, aborda-
remos alguns exemplos ressaltados por eins-
tein acerca da aprendizagem mediada pelos 
“brinquedos”.

no processo do ensino e aprendizagem, 
o professor tem um relevante papel: promo-
ver a aproximação entre os alunos e a ciência. 
então, a habilidade de desenvolver ativida-
des lúdicas e que envolvam a alegria deveria 
fazer parte da formação inicial do professor. 
e, pensando nesse aspecto, einstein (1982,  
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Ciência divertida por meio do uso de experimentos práticos em sala de aula

p. 31) direciona a seguinte mensagem ao pro-
fessor: “É tarefa essencial do professor des-
pertar a alegria de trabalhar e de conhecer”. 

a brincadeira tem um valor pedagógico 
relevante e promove nos alunos o prazer pelo 
aprendizado. os professores que já experi-
mentaram desenvolver esse tipo de atividade 
confirmam esse resultado. no entanto, é ne-
cessário que o professor tenha um objetivo a 
ser alcançado, na construção do conhecimen-
to junto aos seus alunos.

einstein (1981) destaca que o papel das 
imagens e visualizações em geral constitui-se  
em um elemento relevante da própria cons-
trução do nosso pensamento. Segundo o 
autor, o cientista também coloca o exemplo 
como a melhor forma de ensinar: “não existe 
uma educação mais inteligente senão aquela 
em que se toma a si próprio como um exem-
plo” (p. 30-31).
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Figura 1 – albert einstein 
Fonte: (gniPPer, 2016)

ainda na infância, einstein ganhou uma 
bússola de presente de seu pai. o cientista relata 
o sentimento de estranheza e de conflito causa-
do pelo “brinquedo”. a motivação surgira em 
compreender como era seu funcionamento.

agora, experimentaremos uma pro-
posta de outro “brinquedo” para compro-
var um dos postulados de einstein. não nos  
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aprofundaremos na teoria envolvida, pois a 
nossa intenção, já mencionada na introdução 
deste capítulo, é trazer alguns exemplos apre-
sentados pelo cientista. logo, o experimento 
será apresentado em duas versões, como ve-
remos a seguir.

um exemplo de brinquedo simples de 
ser realizado envolve o princípio da equiva-
lência, postulado por einstein em 1907. esse 
postulado estabelece que a gravidade e a ace-
leração são indistinguíveis uma da outra, ou 
seja, não há um experimento que possa dis-
tinguir a aceleração ocasionada por um cam-
po gravitacional da aceleração inercial devido 
a uma simples mudança de velocidade. 

Veja como é interessante esse experi-
mento!

Segundo o Princípio da equivalência, 
massa inercial e massa gravitacional serão 
iguais, sendo um dos pilares de apoio à teoria 
da relatividade geral.
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Figura 2 – Simulação - elevador de einstein 
Fonte: (MedeiroS, 2005)

Como proceder na realização deste experimento  
(“brinquedo”)?

Segure um copo contendo dois furos 
em suas laterais, com água em seu interior. 
enquanto o copo está sendo apoiado pelos 
lados, a água se escoa da forma com a qual 
aparece na Figura 2. no entanto, se largamos 
o copo, a água vai parar de escoar durante a 
queda, até que peguemos novamente o copo, 
estabilizando sua queda, e a água volte a es-
coar novamente.
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einstein ainda desenvolveu experimen-
tos de pensamento ou, como apresentado na 
literatura, “gedankenexperiment” para anali-
sar as interações físicas. na sequência, apre-
sentaremos um desses exemplos.

Como realizar o mesmo experimento, mas em 
pensamento? Experimente!

Para realizar o experimento de pensa-
mento sobre o Princípio da equivalência, 
imagine as seguintes situações:

a)  uma pessoa está dentro de um eleva-
dor fechado, sem contato algum com 
o exterior, e no último andar de um 
prédio alto. Caso o cabo que supor-
ta o elevador venha a romper, passa-
dos alguns segundos, tanto a pessoa 
dentro do elevador quanto o elevador 
atingirão a mesma aceleração na que-
da. após esse período, a pessoa den-
tro do elevador não sentirá a sua força 
peso; então, se ela soltar algum objeto 
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da sua mão, este ficará flutuando no 
interior do elevador, e ela também 
flutuará.

b) uma pessoa está dentro de um eleva-
dor fechado, sem contato algum com 
o exterior e, “por um passe de mági-
ca”, esse elevador é transportado para 
um local do universo que não exista 
campo gravitacional. no mesmo ins-
tante, a pessoa dentro do elevador 
não sentirá sua força peso atuando e 
começará a flutuar dentro do eleva-
dor. da mesma forma, se ele soltar al-
gum objeto de sua mão, este também 
começará a flutuar.

em ambas as situações, após passarem 
alguns segundos, as pessoas dentro dos eleva-
dores não sentirão suas forças peso atuando. 
e, como elas não têm contato algum com a 
parte externa do elevador, não poderão dizer 
se estavam em queda livre sob a ação de um 
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campo gravitacional constante ou se estavam 
em algum local do universo onde não existia 
campo gravitacional.

a partir dessa introdução sobre a re-
levância do ensino de Ciências por meio de 
atividades que promovam a alegria, discutire-
mos o percurso da história da implementação 
dessas atividades no ensino, assim como suas 
possiblidades.

1.2 Ciência divertida com o uso de experimentos  
 em sala de aula 

discutiremos aqui, a importância da uti-
lização dos experimentos em salas de aula da 
educação Básica, que foi acentuada a partir 
de 1959, com o início da corrida espacial. na-
quele momento histórico, os estados unidos 
da américa (eua) aliaram-se, principalmen-
te, à inglaterra, e se estruturavam para com-
petir cientificamente com a união Soviética, 
porque esta havia lançado o primeiro Sputnik 
ao espaço, em 1957. 
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na época, as estratégias de ensino nos 
países ocidentais foram questionadas, pois 
havia uma suposta superioridade no ensino 
de Ciências na união Soviética. então, os 
estados unidos e a inglaterra combinaram 
esforços entre cientistas, educadores e pro-
fessores do ensino médio, para aprimorar o 
ensino de Ciências. Como resultado, foram 
criados materiais didáticos inovadores, que 
possibilitavam aos alunos “praticar” ou “fa-
zer” ciências através de um método científico. 
alguns dos projetos são: Biological Science  
Curriculum Study (BSCS), Physical Science  
Curriculum Study (PSCS), Project  
Harvard Physics, Chem Study e Chemical 
Bond Approach (CBA). Com esses projetos, 
eua e inglaterra pretendiam formar cientis-
tas e pessoas capazes de resolver problemas.

no Brasil, a partir da década de 1950, ou 
seja, antes da denominada “corrida espacial”, 
já havia um esforço no sentido de desenvolver 
atividades que estimulassem o pensamento 
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científico dos ingressantes no ensino superior, 
por meio do instituto Brasileiro de educação, 
Ciência e Cultura (iBeCC), criado em 1946. 

iBeCC era uma comissão da uneSCo 
no Brasil, com o intuito de melhorar a edu-
cação científica no país. em 1952, foi im-
plementada uma comissão paulista para o 
desenvolvimento de materiais pedagógicos 
impressos e também para atividades práticas 
de laboratório. Posteriormente, foram distri-
buídos nas escolas kits de materiais didáticos 
com propostas de atividades experimentais. 

apesar de tantos investimentos para o 
desenvolvimento do pensamento científico 
nos estudantes após a revolução industrial e a 
corrida de armamentos (que teve largada com 
a corrida espacial), a formação de professo-
res não teve grandes mudanças. Manteve-se 
intacto o já velho sistema de produção em 
massa. desse modo, a necessidade de maior 
quantidade de professores interfere na quali-
dade da formação desses profissionais.
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o impacto desse momento histórico, 
de revoluções, ampliou nas licenciaturas o 
espaço curricular de disciplinas vinculadas à 
Psicologia e às práticas metodológicas. a ex-
pansão das matrículas na educação Básica, a 
partir de 1971 no Brasil, exigiu também a ex-
pansão acelerada dos cursos de licenciatura, 
e alguns autores afirmam que na década de 
1970 praticar (a docência) passou a ser sinô-
nimo de “aprender novas técnicas instrumen-
talizadas de dar aulas”. 

tornar o processo de ensino tecnicista, 
ou seja, mediado por “receitas” para o profes-
sor trabalhar demonstra que os investimen-
tos no ensino de Ciências, devido às políticas 
para educação, não estavam caminhando em 
conjunto com a formação de professores, sen-
do que a necessidade urgente de se habilitar 
aqueles que estavam em sala de aula favore-
ceu a improvisação no preparo dos profissio-
nais da educação. 
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diferentemente do que se achava na 
época, acrescentar técnicas para o processo 
de ensinar não ajuda o professor a se tornar 
um profissional melhor. Hoje em dia, o pen-
samento é que o professor precisa seguir um 
caminho que o leve a ser um profissional re-
flexivo, mais completo, à medida que reflete 
sobre sua prática.

o professor que tem liberdade de criar, 
seja um experimento prático ou um experi-
mento de pensamento, e que sabe mudar as 
suas metodologias, à medida que percebe o 
desenvolvimento da turma, está mais próxi-
mo de um profissional completo, visto que 
saberá analisar as situações e propor soluções 
para os problemas do cotidiano.

Portanto, se por um lado havia políticas 
para a implementação de melhorias para a 
educação em ciências, por outro, havia polí-
ticas que favoreciam a formação de professo-
res em tempo reduzido, devido ao aumento 
do número de alunos nas escolas, a partir da 
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década de 1970. É importante destacar que 
esse desencontro de políticas dificultava o 
uso dos materiais disponibilizados para ativi-
dades experimentais no ensino de Ciências e, 
consequentemente, a formação dos alunos da 
educação Básica.

Como a formação de professores não 
teve investimento compatível com o que es-
tava sendo desenvolvido para ser trabalhado 
com os alunos em sala de aula, os professores 
ficaram por si só, livres para decidirem aplicar 
ou não atividades diferenciadas. 

Considerando esse ponto de vista, é ob-
viamente necessária a formação continuada 
desses professores das áreas de ciências, a fim 
de que aprimorem seus conhecimentos e se 
familiarizem com kits de experimentos cientí-
ficos, implementando-os em suas aulas. Caso 
isso não ocorra, é inviabilizada a utilização de 
experimentos para grande parte dos professo-
res – salvo para aqueles que buscam esse co-
nhecimento por conta própria. isso porque as 
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atividades práticas para o ensino de Ciências, 
incluindo a experimentação, desempenham 
um papel fundamental: possibilitam que os 
alunos aproximem-se do trabalho científico 
e tenham uma melhor compreensão dos pro-
cessos de ação das ciências. 

no entanto, além dos fatos já citados, é 
comum que os professores não utilizem ati-
vidades experimentais devido a inúmeros 
fatores, por exemplo: indisponibilidade ou 
qualidade de material; excessivo número de 
alunos em sala de aula; pouca bibliografia 
para orientá-los; indisponibilidade da sala de 
laboratório; necessidade de laboratorista; fal-
ta de atividades preparadas; ausência de tem-
po para o professor planejar e estruturar suas 
atividades, dentre outros.

diante de todas essas justificativas que 
dificultam a implementação dos experi-
mentos práticos em sala de aula, devemos 
lembrar-nos, também, de que existe dificul-
dade para o professor da educação Básica  
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modificar sua metodologia de trabalho. um 
professor pode defender o uso de experimen-
tos; porém, na prática possuir dificuldades 
para implementar uma aula experimental. 

os professores até frequentam cursos 
de atualização e formação continuada, mas a 
maioria acaba voltando a lecionar como sem-
pre fez, sem promover grandes mudanças, o 
que nos sugere que a incorporação de novas 
metodologias para ensinar vai além de iden-
tificar as deficiências no processo de ensino-
-aprendizagem.

no entanto, cabe salientarmos que a 
dicotomia teoria versus prática permeia os 
diferentes níveis de ensino, especialmente o 
ensino médio. então, compreender os con-
teúdos curriculares relacionados ao ensino 
de Ciências pode ser, em alguns casos, difícil 
para aqueles que precisam “ver para crer” na 
hora de aprender. 

em alguns momentos da aprendiza-
gem de ciências, pode haver dificuldades na 
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comunicação entre professor e aluno, princi-
palmente se não houver o uso da metodolo-
gia adequada para trabalhar com a turma.  
os alunos podem tomar para si que não há 
como compreender o conteúdo trabalhado 
pelo professor, e recorrerem à memoriza-
ção em momentos de avaliação. no entanto, 
como mencionaremos um pouco mais adian-
te, o uso de abordagens distintas pode alcan-
çar um maior número de alunos. 

Para alguns autores, o processo de 
aprendizagem inicial é assistemático e limi-
tado, caracterizado pela exploração do tipo 
tentativa e erro. logo, o papel do professor é 
auxiliar o aluno a amadurecer seu processo de 
aprendizagem, de modo que possa explorar 
os conhecimentos de um modo sistemático, 
organizado e mais significativo.

e por falar em “explorar”, esta palavra 
talvez devesse ser mais utilizada na teoria e na 
prática pelos professores e alunos. os alunos 
normalmente trazem para a escola noções já 
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estruturadas com uma lógica própria e coe-
rente sobre diversos fenômenos, com uma se-
quência de explicações que dão sentido a tudo 
que convivem diariamente. assim, tentar en-
sinar ciências sem utilizar esse conhecimento 
próprio desvincula os fenômenos do cotidiano 
dos que são explicados na sala de aula.

Como seria se o aluno pudesse explorar 
os seus conhecimentos próprios sobre algum 
fenômeno que será estudado em sala com o 
professor? e se fosse dada a oportunidade de 
o aluno contar tudo o que pensa sobre deter-
minado assunto? Mas o aluno poderia pensar: 
“será que posso contar até as coisas mais ex-
travagantes que imagino apenas para mim?”. 
Sim! Sem censuras científicas!

Será que a essa “exploração” das ideias 
dos alunos não é dado o nome de “problema-
tização”? Problematizar é um termo que está 
sendo muito utilizado. todavia, o que o pro-
fessor tem por objetivo quando propõe que o 
aluno problematize sobre algo? entre muitas 
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interpretações acerca desse termo, em geral, 
o que ele está propondo é “explorar o assunto 
em pauta”, de acordo com os conhecimentos 
que o aluno já possui.

Cabe, então, ao professor, formular 
as questões aos alunos e/ou criar estraté-
gias pedagógicas, cuja tarefa seja permitir 
a compreensão de que grande parte dos co-
nhecimentos sobre fenômenos naturais está 
relacionada ao senso comum, não tendo, por-
tanto, um fundamento científico. 

nas aulas de termodinâmica, por exem-
plo, quando o professor propõe falar sobre o 
conceito de calor, a aula pode ser conduzida 
de muitas maneiras; uma delas, é problema-
tizando a questão com os alunos. assim que 
os conhecimentos prévios forem expostos, 
o professor pode ir lapidando as informa-
ções propostas sobre o assunto pelos alunos, 
de forma que caminhe para chegar o mais 
próximo possível do conhecimento científi-
co aceito atualmente. evidentemente, nesse  
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processo, se o professor não for paciente, po-
derá querer simplificar expondo, de uma vez 
por todas, em um único parágrafo, o conceito 
científico sobre calor e acabar com tantas in-
dagações dos alunos sobre o tema. Contudo, 
se o professor aprender a abordar os alunos, 
a partir de suas próprias colocações sobre o 
assunto, e elaborar questões que os permitam 
refletir sobre o que os próprios afirmaram, 
pode surgir aí uma confusão. e esta, sem dú-
vida, produzirá a aprendizagem. um outro 
exemplo seria questionar sobre o que seria 
o frio. o que é o frio? as respostas, as mais 
variadas, serão o ponto de partida para o pro-
fessor incentivar os alunos a desenvolverem 
seus conhecimentos prévios rumo aos conhe-
cimentos científicos sobre o calor.

É importante destacarmos que há uma 
semelhança entre a aprendizagem artística e 
a científica, pois a representação da realidade 
e a explicação fazem parte de ambas. nas au-
las de artes, normalmente há liberdade para 
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o aluno representar, enquanto nas aulas de 
Ciências falta esse espaço. estas aulas, por-
tanto, deveriam ser um lugar em que o aluno 
pudesse livremente representar suas interpre-
tações sobre fenômenos que fazem parte do 
conteúdo trabalhado em sala de aula. 

assim, percebemos que a diferença en-
tre ambas as aprendizagens, artística e científi-
ca, está na razão que permeia o conhecimento 
científico. Por exemplo, para os alunos com-
preenderem o conceito de energia cinética das 
moléculas, também ligado à termodinâmica, 
eles poderiam representar como o entendem. 
o professor, por sua vez, poderia utilizar recur-
sos computacionais de simulação para guiar os 
alunos a construírem uma nova representação, 
que ainda fosse compreendida por eles, porém 
que estivesse mais próxima possível do concei-
to cientificamente aceito. 

É possível, então, que o caminho entre o 
conhecimento prévio dos alunos e o conhe-
cimento científico possa ser construído por 
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eles se houver essa liberdade de exploração, 
discussão e de representação, implicando em 
maior participação para a aprendizagem. 

até mesmo a Ciência formal, que é 
apresentada hoje nos livros, com afirmações 
indiscutíveis e que, por vezes, parecem tri-
viais, foi construída por meio de esquemas 
de representação da realidade, os quais eram 
aceitos em cada época. e o que ocorre em 
sala de aula, atualmente, é a apresentação 
dos conceitos científicos, sem haver uma 
participação do aluno na construção das 
ideias envolvidas nos fenômenos. os alunos 
habitualmente não tem a “missão” de: inves-
tigar, analisar, desvendar. Parece que tudo 
está pronto! e está? Como o professor e o 
aluno vão construir esse caminho? 

um dos obstáculos para o aprendizado 
das Ciências é a linguagem; portanto, o uso 
da Matemática, para expressar fenômenos 
científicos, é imprescindível por tornar mais 
simples a compreensão desse conhecimento. 
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Mas como é para um aluno entender uma 
equação matemática que explica um fenô-
meno da natureza, se muitas vezes, apenas ao 
olhar para uma equação, ele já desvia a aten-
ção, acreditando não ser capaz de entender 
esse tipo de coisa? 

retomando o exemplo citado anterior-
mente sobre uma aula de termodinâmica na 
qual se propõe discutir o conceito de calor, se 
houver uma problematização, e por meio dela 
o professor consiga fazer as perguntas certas, 
instigando os alunos a pensarem sobre o as-
sunto e a formularem seu conhecimento para 
discussão, eles começarão a participar da sua 
própria aprendizagem.

uma das possibilidades seria o profes-
sor partir pelas ideias que existem por trás 
dessa equação matemática, explicando bem 
qual fenômeno será estudado – questionando 
quais os conhecimentos que os alunos pos-
suem, permitindo que interajam com algum 
experimento ou ainda com uma simulação 
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computacional, que demonstre mais concre-
tamente o fenômeno a ser estudado e sua re-
lação matemática. uma outra estratégia seria 
o professor apresentar a equação, e partindo 
dela, demonstrar como os fenômenos ocor-
rem, justificando o modelo da fórmula para 
os alunos. as relações diretas e indiretamente 
proporcionais que envolvem o estudo do fe-
nômeno em questão.

de todo modo, envolver o aluno na  
(re)descoberta de um fenômeno é o que fará 
a diferença para a aprendizagem, é o que po-
derá torná-lo protagonista da sua construção 
de conhecimentos, permitindo que adquira 
a habilidade de explorar. e, em Ciência, há 
muito a explorar!

as atividades práticas permitem maior 
interação entre professores e alunos, e a di-
versidade de metodologias pedagógicas sem-
pre é preferível a uma única abordagem. essa 
diversidade de metodologias pode ter em seu 
cerne o uso de: experimentos demonstrativos,  
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experimentos investigativos, aula com discus-
são em grupo etc.

despertar a curiosidade dos alunos é 
uma tarefa desafiadora para o professor, prin-
cipalmente considerando a individualidade 
de cada um que desperta para o conhecimen-
to de maneiras distintas. Por outro lado, é im-
portante compreendermos que, ao diversifi-
car os métodos de ensino, o professor pode 
alcançar uma quantidade maior de alunos.

no entanto, no cotidiano escolar, sabe-
mos que não é fácil para um professor dispor 
de diversas estratégias metodológicas. em 
relação a essa dificuldade, cabe salientarmos 
que os motivos são diversos. entre os mais 
preponderantes, destacam-se: a falta de re-
cursos para o desenvolvimento de experi-
mentos práticos, a falta de tempo disponível 
para preparar atividades diferenciadas, labo-
ratórios de informática em mau estado ou até 
mesmo inviabilizados. 
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todavia, não é necessariamente obriga-
tória a presença de um laboratório sofisticado 
para desenvolver atividades experimentais. 
o essencial é o envolvimento dos alunos na 
busca por respostas ou soluções para uma 
questão colocada em sala, em atividades que 
podem ser apenas de pensamento. o uso 
de atividades por meio das quais os alunos 
busquem a representação da ideia que está 
sendo trabalhada em sala de aula é o que 
importa para o envolvimento dos alunos na 
construção do conhecimento. Como exem-
plo, podemos citar uma aula de Física na 
qual o objetivo é compreender como a cor-
rente elétrica atravessa um condutor. Pode-
mos utilizar o modelo atômico de Bohr, para 
o qual os alunos do ensino Médio já foram 
apresentados nas primeiras aulas de quími-
ca. neste modelo os elétrons estão orbitando 
ao redor do núcleo do átomo, formado por 
nêutrons e prótons.
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Figura 3 – Modelo atômico de Bohr 
Fonte: www.copiadaweb.com.br

Caracterizando os elétrons livres, pre-
sentes nos materiais condutores, podemos 
trabalhar as situações com experimentos de 
pensamento, de forma que os alunos com-
preendam que a corrente elétrica nada mais é 
do que o movimento desses elétrons na dire-
ção do maior potencial, ou polo positivo.

outra maneira de incentivar os alunos 
a participarem da construção de seu conhe-
cimento científico é utilizar os recursos pic-
tóricos ou qualquer atividade que o permita 
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representar e expor seu raciocínio, além de 
recursos computacionais que auxiliam na vi-
sualização dos fenômenos mais abstratos – o 
de corrente elétrica, por exemplo.

Figura 4 - ilustração do movimento  
dos elétrons num fio condutor 

Fonte: www.netfisica.com

Por esse motivo, as aulas de educação 
artística são comumente mais agradáveis 
para os alunos do que as aulas de Ciências, já 
que nas aulas de educação artística, os alu-
nos têm liberdade de trabalho e de criação. e, 
como se sabe, eles não encontram essa liber-
dade em outras aulas, principalmente, nas de 
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Ciências. dessa forma, torna-se fundamental 
introduzir e articular experimentos práticos 
ao plano de aula. 

Permitir que os alunos desenvolvam a 
autonomia também colabora para que ha-
bilidades básicas sejam desenvolvidas – tais 
como: observar, classificar, questionar e le-
vantar hipóteses – visto que são fundamentais 
para o desenvolvimento de outras habilidades 
mais complexas da aprendizagem formal – por 
exemplo: planejar, prever e interpretar dados. 

Consideramos que o ensino de Ciências 
passará a ser mais divertido e interessante 
para o aluno se houver o emprego de diver-
sas estratégias de ensino. assim, destacamos a 
relevância dos repositórios educacionais que 
aperfeiçoam o tempo de busca e a localiza-
ção dos materiais, e disponibilizam diferentes 
tipos de recursos pedagógicos, como hiper-
textos, livros, multimídia, simulações, anima-
ções, e, em especial, experimentos práticos 
para serem implementados em sala de aula.
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no próximo tópico, trataremos sobre 
como as tecnologias podem auxiliar na ques-
tão da aprendizagem divertida, destacando 
resultado de uma pesquisa realizada numa 
escola pública na região de Santo andré.

1.3 Repositório educacional: banco internacional  
 de objetos educacionais

Você sabia que o seu computador pode 
ser entendido como um repositório? É co-
mum armazenarmos diversas informações 
em nosso computador, não é verdade? guar-
damos nele fotos, textos, jogos, músicas, 
vídeos, entre outras coisas. e, geralmente, 
esses dados ficam em pastas com o objetivo 
de manter a organização do nosso compu-
tador. no entanto, nem sempre isso aconte-
ce. Há pessoas que deixam uma quantidade 
significativa de arquivos na área de trabalho! 
no entanto, quando falamos de repositó-
rio, é importante entendermos que, quanto 
mais organizado ele estiver, melhor será para  



37

Ciência divertida por meio do uso de experimentos práticos em sala de aula

localizar um determinado recurso. isso tam-
bém se aplica ao nosso computador! 

Mas, voltando ao assunto... Com o objeti-
vo de auxiliar o professor a localizar diferentes 
recursos para utilizar em suas aulas, o Ministé-
rio da educação (MeC), em parceria com ou-
tras instituições, desenvolveu três repositórios.

o primeiro repositório chama-se rede 
interativa Virtual de educação (riVed) que 
produziu animações e simulações de Física 
e Matemática. Bacana, não é mesmo? É co-
mum ouvir que a Física e a Matemática são 
complexas; mas, a partir do momento em que 
você usar animações e simulações, é possível 
compreender, de forma lúdica, os conceitos 
abordados pelo seu professor.

o segundo repositório é o Portal do 
Professor, que possui um acervo rico com di-
ferentes formatos de recursos educacionais e 
planos de aulas que auxiliam os professores a 
construírem estratégias didáticas de acordo 
com a realidade escolar de cada um. 
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e o terceiro repositório é o Banco in-
ternacional de objetos educacionais (Bioe), 
lançado em 2008 e que disponibiliza aproxi-
madamente 19.840 recursos (Figura 5). Viu 
só, quantos recursos?!

os recursos pedagógicos disponíveis no 
Bioe são denominados de objetos educacio-
nais (oe), visam a potencializar o processo de 
ensino e aprendizagem e podem ser reutiliza-
dos em diferentes momentos, ou seja, o seu 
professor pode utilizar hoje, amanhã e depois 
de amanhã. esses recursos foram localizados, 
selecionados e catalogados por alunos de di-
ferentes universidades públicas. nessa pers-
pectiva, esse repositório possui a finalidade 
de organizar e armazenar tais oe, possui qua-
lidade pedagógica e está disponibilizado em 
diferentes mídias e formatos.
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no que concerne aos experimentos prá-
ticos catalogados e que podem ser utilizados 
pelos professores em sala de aula, cabe desta-
carmos que o Bioe disponibiliza aproxima-
damente 1.768 recursos. Sua aula de Física 
ficará muito mais interessante, pois há uma 
enorme quantidade de experimentos práti-
cos que o professor pode realizar na escola. Já 
pensou sobre isso? uma parcela significativa 
desses experimentos pode ser realizada com o 
uso de materiais de baixo custo, não havendo, 
assim, necessidade de laboratórios sofistica-
dos. Veja só: esse é mais um motivo para que 
o professor articule esses recursos ao seu pla-
no de aula, ao invés de utilizar apenas o livro 
didático. Por que pensamos assim? 

este assunto foi o tema de pesquisa de 
mestrado que visava analisar a formação de 
uma professora de Física, de uma escola pú-
blica da cidade de Santo andré, em São Pau-
lo, para o uso do repositório educacional 
do Bioe. assim, mediante aplicação de um 



41

Ciência divertida por meio do uso de experimentos práticos em sala de aula

questionário a 75 alunos, de duas turmas do 
3º ano do ensino Médio, verificou-se que, em 
determinados casos, o recurso didático mais 
utilizado pelo professor ainda é o livro didáti-
co, como demonstra o gráfico 1 

Gráfico 1 – “Qual recurso à professora de  
Física utiliza com frequência?” 
Fonte: (rodrigueS, 2012)

no entanto, cabe destacar que o uso ex-
cessivo do livro didático não incita discussão 
e não leva o aluno a refletir sobre o tema pro-
posto, mas simplesmente o convida a memo-
rizar fórmulas, termos científicos e definições. 
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logo, o livro didático é uma opção menos 
atraente para o aluno, que ao sair do períme-
tro da instituição escolar encontra, por exem-
plo, informações atrativas e interessantes nos 
meios tecnológicos. Compreendemos que o 
livro didático configura-se como um suporte 
ao professor para abordar os conteúdos cur-
riculares. entretanto, ele não deve apoiar-se 
apenas em um instrumento de ensino; mas, 
podem utilizar múltiplos e diferenciados re-
cursos, a fim de suscitar no aluno o interesse 
pelo ensino de Ciências. 

a pesquisa ainda revelou o desejo dos 
alunos para que esse cenário seja modifica-
do, uma vez que 64% dos alunos demonstra-
ram ter interesse pelo uso dos experimentos 
práticos em sala de aula. isso é evidenciado 
no gráfico 2.

Por isso, consideramos que a participa-
ção de oe em sala de aula contribui de forma 
significativa para mudar a educação, uma vez 
que você pode estimular o professor a aprimo-
rar a sua prática pedagógica e a utilizar outros 
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recursos durante a aula. a aprendizagem dos 
conceitos científicos necessita ser prazerosa e 
o uso de experimentos práticos pode contri-
buir para que haja uma maior compreensão. 
Sob esse enfoque, consideramos que o uso 
do repositório educacional do Bioe seria 
uma excelente alternativa para motivar tan-
to você quanto o seu professor a estabelecer 
um ambiente de cooperação e aprendizagem, 
assim como para potencializar o uso dos ex-
perimentos práticos nas aulas relacionadas ao 
ensino de Ciências.

Gráfico 2 – “Qual tipo de oe você gostaria  
que o professor de Física utilizasse em sala de aula?” 

Fonte: (rodrigueS, 2012)
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1.4 Conclusões

Sim! o ensino de ciências pode e deve 
acontecer de forma divertida. todavia, sua 
implementação em sala de aula depende de 
outros fatores, principalmente da melhoria 
na formação dos professores. Como podemos 
ensinar ciências de uma só forma, se os alu-
nos possuem conhecimentos distintos sobre 
sua vivência diária, que os levam a construir 
diferentes formas de ver um mesmo fenôme-
no da natureza? 

ao mesmo tempo, ouvir o que nossos 
alunos têm a nos dizer é prioritário, como já 
longamente estudado no campo do ensino e 
aprendizagem das ciências, ajudando-nos a 
apontar melhores caminhos a seguir em cada 
um dos contextos.

Finalizando, gostaríamos de ressaltar 
a relevância das pesquisas na área de ensino 
e aprendizagem, uma das formas de apontar 
novos rumos para o ensino de ciências, talvez 
uma das melhores.
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Geometria? Sem problemas, mas....

Virgínia Cardia Cardoso1 
ricardo Benedito de oliveira2

À Carolina: que passou a levar os problemas 
da Geometria muito a sério!

Mas.... Com você não é bem assim? Você 
tem problemas com a geometria? Se tem, fi-
que tranquilo! isso é mais comum do que 
você pensa. a humanidade inteira teve e tem 
problemas com a geometria... e ainda bem, 
pois qualquer ciência somente se desenvolve 

1 Professora doutora do Programa de Pós-graduação 
em ensino e História das Ciências e Matemática.
2 Mestrando do Programa de Pós-graduação em ensino 
e História das Ciências e Matemática.

2C a p í t u l o
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a partir de problemas! Certamente não va-
mos acabar com seus problemas, mas quere-
mos que você não fique desanimado com eles.  
e, para isso, contaremos um pouco acerca do 
desenvolvimento histórico dessa ciência.

desde a pré-história, o ser humano tem 
problemas para resolver que eram relaciona-
dos à garantia de sobrevivência do indivíduo 
e da espécie, como por exemplo: caçar, coletar 
frutas, conseguir água para beber, achar um 
local protegido para dormir. Para conseguir 
sobreviver, o homem precisou desenvolver 
a capacidade de observar a natureza e suas 
regularidades. reconhecer as formas geo-
métricas, estimar as distâncias percorridas, 
construir utensílios e ferramentas foram ca-
pacidades desenvolvidas desde os primórdios 
da espécie humana, com vistas a garantir as 
condições mínimas para a sobrevivência.

Você já olhou atentamente para a lua 
cheia? e para uma laranja? e para as ondas 
formadas em um lago quando se atira uma 
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pedrinha nele? Você pode perceber que to-
das essas imagens têm uma forma geométrica 
comum: uma forma circular. Podemos notar 
certas regularidades que são formas geomé-
tricas em muitas ocorrências na natureza. 
desde muito cedo, o ser humano notou isso e 
tratou de reproduzir as formas que observava 
em objetos que fabricava, tais como potes de 
cerâmica usados para armazenar água.

Com os progressos obtidos, as pessoas 
passaram a viver em grupos cada vez maio-
res, em sociedades organizadas de modos 
bastante variados. e novos problemas foram 
surgindo – tais como: cercar terrenos para os 
animais de criação e para as hortas; construir 
moradias; manufaturar adornos –, relaciona-
dos às atividades humanas que envolvem co-
nhecimentos de forma e medida. de geração 
para geração, as práticas bem-sucedidas fo-
ram aperfeiçoadas e os conhecimentos sobre 
as formas e medidas foram ampliados. Com 
o passar do tempo, os problemas foram se  
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sofisticando. Por exemplo: construir um tem-
plo ou um palácio grandioso que enaltecesse 
uma divindade ou um rei; cobrar impostos de 
alguém que ocupava um pedaço de terra para 
plantar; calcular a área a ser cultivada, para 
que a produção agrícola fosse suficiente para 
alimentar a população de uma cidade inteira. 
todos esses problemas deveriam ser resolvi-
dos de modo otimizado para garantir uma 
vida com segurança e justiça. Perceba que 
todos eles envolvem, de alguma maneira, co-
nhecimentos de geometria: medir distâncias 
e ângulos, calcular áreas e volumes, conhecer 
as formas mais estáveis. 

uma vez que a sobrevivência estava ga-
rantida, o ser humano começou a formular 
sistematizações do conhecimento, que deram 
origem a teorias para explicar os fenômenos 
que observava no seu ambiente. entre elas, 
estavam as teorias geométricas. assim, po-
demos afirmar que a geometria é um con-
junto de teorias. algumas tiveram origem na  
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pré-história; outras tiveram desenvolvimento 
mais tardio; outras são muito recentes na his-
tória da humanidade. Mas sempre esses co-
nhecimentos visavam a resolver problemas, 
tanto práticos, quanto teóricos. 

apresentaremos alguns episódios histó-
ricos que, apesar de não darem um panorama 
completo sobre as teorias geométricas, per-
mitem um vislumbre da importância delas 
para a humanidade. Partiremos sempre do 
seguinte princípio: a geometria é um con-
junto de conhecimentos, constituídos pelo 
ser humano para resolver problemas práticos, 
teóricos, técnicos ou científicos. tais conhe-
cimentos não foram construídos por apenas 
uma pessoa, somente por uma mente brilhan-
te. ao contrário! a geometria, assim como 
qualquer ciência, desenvolveu-se por meio de 
contribuições de muitas pessoas – construto-
res, carpinteiros, astrônomos, matemáticos, 
cientistas de diversas áreas – em um caminho 
que é formado de sucessos e fracassos, tenta-
tivas e erros. 
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nos tópicos a seguir, queremos mostrar 
a você alguns aspectos da geometria que nem 
sempre são abordados na escola. em cada um 
dos tópicos tratamos de um aspecto especial 
na seguinte ordem: aspecto lúdico, aspecto 
estético, aspecto científico, aspecto místico e, 
finalmente, o aspecto formal. 

Vamos começar?

2.1 Como medir a altura de uma pirâmide egípcia

nossa história começa na antiguidade, 
na cidade de Mileto, colônia grega localiza-
da na região da Jônia (onde atualmente é a 
turquia). Thales de Mileto foi um sábio grego 
que viveu por volta do século Vii a.C., con-
siderado o primeiro personagem histórico 
reconhecido como “matemático”; porém, não 
sabemos muito sobre sua vida. informações 
não comprovadas o retratam como sábio, ma-
temático e astrônomo. em épocas muito anti-
gas, as divisões entre as ciências não eram tão 
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rígidas como são atualmente. geralmente, os 
eruditos estudavam várias ciências ao mesmo 
tempo.

Considerando que dificilmente há in-
formações históricas exatas sobre as pessoas 
que viveram em uma época tão longínqua, 
por falta de registros precisos que sobrevivam 
ao tempo, toma-se como verdadeiro os fatos 
narrados por mais de uma fonte histórica que 
também seja antiga. no caso de Thales, sabe-
mos que ele, de fato, existiu porque foi citado 
em diferentes livros antigos.

tudo indica que Thales de Mileto veio 
de uma família rica de comerciantes, e que 
ele viajou ao egito, em diversas ocasiões, para 
vender azeite de oliva – uma mercadoria mui-
to apreciada pelos povos mediterrâneos. as-
sim, entrou em contato com as práticas e os 
conhecimentos egípcios. e como você já deve 
desconfiar, os egípcios eram excelentes em 
geometria; afinal, eles conseguiram realizar as 
construções mais imponentes e monumentais  



Matemática e Física • Nos caminhos das Ciências

56

da época antiga – as pirâmides –, e esse tipo 
de trabalho exige muitos conhecimentos geo-
métricos.

Contudo, entre os egípcios, havia um 
problema matemático que desafiava os sábios 
da época: medir a altura de uma pirâmide já 
construída. o problema não tinha um inte-
resse prático imediato; porém, uma vez for-
mulado começou a fazer “cócegas” nas men-
tes brilhantes da época. 

Como se mede o comprimento, largu-
ra ou altura de uma construção? atualmente 
usamos uma trena. naquele tempo, os egíp-
cios usavam um instrumento parecido. uma 
corda, com marcas de comprimento ou nós, 
que era um instrumento comum de medida, 
conhecido desde épocas remotas. Para medir 
a extensão de uma parede, eles prendiam a 
extremidade da corda em uma ponta e a esti-
cavam até a outra ponta, verificando quantas 
unidades usavam.

Para os egípcios, a questão da medida 
da altura da pirâmide (“h” no esquema na  
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Figura seguinte) era difícil. não é possível es-
ticar cordas por dentro da pirâmide, de cima 
a baixo, visto que a pirâmide é toda preenchi-
da com terra e pedras, sem caminhos diretos 
do topo à base. 

l= aresta lateral da pirâmide;
i = aresta da base;
a = altura da face inclinada;
h = altura da pirâmide.
a = apótema da pirâmide

Figura 1 – Pirâmide de base quadrada 
Fonte: Siqueira (2012)

Com os conhecimentos que temos atual-
mente, esse problema é relativamente simples 
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de ser resolvido. Mas, lembre-se de que fala-
mos sobre uma época muito remota, quando 
a ciência engatinhava e os conhecimentos 
desenvolvidos tinham um caráter empírico e 
prático. assim, dificilmente alguém se preo-
cupava com algo que não tivesse aplicações 
imediatas.

a resolução dada por Thales foi simples, 
elegante e permitiu que muitos problemas 
similares fossem resolvidos, dando origem a 
um conhecimento teórico e principiando a 
construção de uma grande ciência: a geome-
tria. a partir de então, esta passou a ser proe-
minente entre os sábios gregos.

Juntando seus conhecimentos geomé-
tricos e astronômicos, Thales imaginou a se-
guinte solução: traçou na areia, próximo à pi-
râmide, um círculo em cujo centro fincou seu 
cajado. e o raio do círculo ficou com a mes-
ma medida da altura do cajado. Considerou, 
por hipótese, que dois raios solares chegam à 
terra paralelamente (isso não é verdade, mas 
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podem ser considerados paralelos devido à 
distância do Sol à terra). 

assim, Thales pôde observar as sombras 
que o cajado e a pirâmide faziam no solo. en-
tão, esperou um horário, conforme a posição 
do sol, em que a sombra do cajado era igual à 
sua altura, isto é, a sombra atingiu a marca do 
círculo na areia. no mesmo momento, orde-
nou que seus auxiliares medissem o compri-
mento “s” da sombra da pirâmide. Somou à 
essa medida, metade do lado da base da pirâ-
mide, obtendo o resultado “s + b/2”. 

Figura 2 – a técnica de Thales para medir a  
altura da pirâmide através da sombra 

Fonte: HogBen, 1952, p. 156.
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Segundo o raciocínio de Thales de Mi-
leto: se a sombra do cajado era igual à altura 
do cajado, o resultado da soma (a sombra da 
pirâmide + metade da base da pirâmide) seria 
igual à altura da pirâmide. 

no esquema a seguir, observe que esta-
mos comparando dois triângulos semelhan-
tes: ∆VHB, que representa o topo da pirâmide 
(ponto V), a base da pirâmide (ponto H) e a 
extremidade da sombra da pirâmide (ponto 
B); e ∆aBC, que representa a extremidade 
do cajado (ponto a), o ponto onde foi finca-
do no solo (ponto B) e a extremidade de sua 
sombra (ponto C). os dois triângulos são 
semelhantes, pois o ângulo formado pelas 
alturas e o solo são retos, e consideramos os 
raios solares paralelos (a hipótese de Thales). 
logo, figuras semelhantes podem ser de ta-
manhos diferentes, mas preservam a propor-
ção entre seus lados. 



61

Geometria?  Sem problemas, mas....

Figura 3 – Comparando triângulos semelhantes 
Fonte: Pereira (2011).

Se aB = BC no ∆aBC, então HB = HV 
no ∆VHB e  HB = s + b/2 . logo, a altura da 
pirâmide VH =  s + b/2.

Thales conseguiu fazer a medida deseja-
da usando uma estratégia muito simples, ba-
seada na Semelhança de triângulos; com isso, 
deu origem a estudos sobre a semelhança, im-
portantíssimos na geometria.

Você já deve ter ouvido falar desta pro-
priedade: “dois triângulos são semelhantes se 
seus lados correspondentes são proporcionais”.  
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essa propriedade não era conhecida nos tem-
pos de Thales, mas é decorrência de outra, que 
foi aplicada, intuitivamente, por ele: “retas 
paralelas cortadas por duas retas transversais 
definem segmentos proporcionais”. essa se-
gunda recebeu o nome de teorema de Thales, 
em homenagem a esse grande matemático.

a importância histórica de Thales de 
Mileto não se deve apenas ao episódio ante-
riormente narrado, pois as primeiras demons-
trações matemáticas também são atribuídas a 
ele. apresentando um modo de pensar inco-
mum para a época, esse sábio indicou um ca-
minho novo para o desenvolvimento da geo-
metria: o teórico. e pensar que isso começou 
com o interesse de um homem em resolver 
um problema lúdico e desafiador!

2.2 Do pentagrama pitagórico às pinturas de  
 Leonardo da Vinci

teorias são organizações sistematizadas 
de conhecimentos matemáticos que implicam 
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em demonstrações dos resultados obtidos. 
atribuímos a Thales as primeiras demonstra-
ções matemáticas e aos Pitagóricos as primei-
ras teorias. Vamos destacar um dos resulta-
dos mais bonitos da geometria pitagórica: a 
razão áurea. 

Para começo de conversa, você sabe 
quem foi Pitágoras e os Pitagóricos? Pitágo-
ras foi um sábio grego, nascido na ilha de Sa-
mos, por volta do século V a.C. Porém, sua 
existência não é comprovada pelas fontes 
históricas. ao contrário, as fontes apontam 
para a existência de um grupo de estudiosos, 
autodenominados de “pitagóricos” – suposta-
mente, eram os seguidores de Pitágoras – que 
desenvolveram teorias matemáticas e outros 
resultados, tanto científicos como místicos, 
imprimindo um caráter filosófico e elitista a 
esses estudos.

na época – século V a.C. – a grécia 
passava por um amplo desenvolvimento cul-
tural, científico, político, econômico e social.  
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atenas, importante cidade grega, é considera-
da o berço da democracia (poder do povo) e 
da filosofia (amor à sabedoria). não podemos 
entender as palavras “democracia” e “filosofia” 
no sentido atual. democracia, atualmente, é 
um regime político onde todos os cidadãos de 
uma nação podem votar ou elegerem-se para 
o governo, e todos têm seus direitos respei-
tados e deveres prescritos em leis. na antiga 
atenas, a democracia valia para uma parcela 
pequena da sociedade. apenas os homens da 
elite eram considerados “cidadãos”. reunidos 
na ágora (praça pública), os cidadãos podiam 
discutir os problemas sociais, políticos e eco-
nômicos da cidade, votar em seus represen-
tantes ou serem eleitos para o governo. as 
demais pessoas (mulheres, pobres, estran-
geiros e escravos) não tinham direito político 
algum. apesar de considerarmos essa “demo-
cracia” muito restritiva, em uma perspectiva 
histórica ela foi um grande avanço, quando 
comparada a outras nações antigas nas quais 
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apenas o rei, imperador ou o faraó tinham di-
reitos políticos, e o restante da população não 
tinha direito algum.

o debate político exigia uma capacida-
de de argumentação e de ordenação do pen-
samento que vai além do necessário para as 
tarefas cotidianas. assim, surgiram grupos 
com interesses em estudar, com mais profun-
didade, a natureza, o indivíduo e a sociedade. 
esses grupos eram liderados por sábios que 
desenvolviam, com seus pupilos, formas pe-
culiares de estudo e conhecimento. desen-
volviam o amor à sabedoria: a filosofia. di-
ferentes escolas filosóficas foram constituídas, 
com explicações próprias para os fenômenos 
da natureza e para os comportamentos huma-
nos, ditando formas de conduta.

Para os gregos, a Matemática tinha um 
significado especial. a palavra grega “mathe-
ma” tem relação com cognição, pensamento 
lógico e ordenado. “tica” vem da palavra gre-
ga “thecne”: prática, técnica, modo de fazer. 
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assim, um significado aproximado para “Ma-
temática” seria o de técnica de pensar logica-
mente. ou seja, a Matemática seria uma prá-
tica de desenvolver o pensamento lógico, de 
ampliar a capacidade cognitiva dos estudio-
sos. e, por isso, era empregada em algumas 
das escolas filosóficas, como parte do apren-
dizado. os pitagóricos valorizavam muito a 
Matemática.

as escolas filosóficas mais tradicionais 
explicavam os fenômenos naturais por meio 
das interações entre os elementos da nature-
za: o fogo, a água, o ar e a terra. Para os pita-
góricos, a natureza poderia ser explicada por 
meio da noção de número e das relações que 
poderiam ser compostas com números natu-
rais3: 1, 2, 3, 4, 5 etc. daí a importância que 
davam à aritmética. o lema da escola era: 
“tudo é número”.

os pitagóricos obtiveram muitos suces-
sos com suas teorias matemáticas, mas logo 

3 observação: os gregos não conheciam o zero.
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seu lema mostrou-se falso. Vários resultados 
obtidos pelos próprios pitagóricos não pude-
ram ser explicados por eles mesmos, pois a 
noção de número dos gregos era muito limi-
tada. o episódio que vamos narrar, a seguir, 
tem relação com essa limitação.

Para os pitagóricos, era possível escrever 
a relação entre duas grandezas, por exemplo, 
dois comprimentos de segmentos de reta, por 
meio de números: 1, 2, 3, 4, 5 etc. explicando 
melhor, se quisermos comparar os compri-
mentos de dois segmentos de reta aB e Cd, 
podemos achar uma unidade de medida “u” 
conveniente, de modo que aB = xu e Cd = yu,  
sendo x e y números naturais não nulos. esta 
unidade de medida u conveniente seria en-
contrada por meio de técnicas de construções 
geométricas conhecidas na época. Caso fosse 
possível achar a unidade de medida comum, 
considerava-se que as grandezas comparadas 
eram “comensuráveis” (aceitavam a unidade 
de medida comum).
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Podemos pensar (e os gregos também 
pensaram): será que sempre há possibilidade 
de achar uma unidade de medida comum? 
isto é, será que dados dois segmentos de reta 
quaisquer, eles sempre são comensuráveis? 
Vejamos o caso do pentagrama pitagórico, o 
símbolo da escola pitagórica. É a estrela de 
cinco pontas, formada pelas diagonais de um 
pentágono regular. essa figura era associada à 
paz, harmonia, saúde e felicidade. 

na figura ao lado: aB = BC = Cd = de 
= ea = l = lado do pentágono;

aC = Ce = eB = Bd = da = d = diago-
nal do pentágono.

Será que é possível comparar o tamanho 
da diagonal e do lado do pentágono regular 
usando apenas os números naturais? Vamos 
abordar esse problema em termos atuais, com 
a noção de número e os recursos algébricos 
que temos hoje, para facilitar a resolução. na 
figura a seguir, vemos o pentágono regular 
e suas diagonais. o problema em questão se 
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resume em comparar a diagonal e o lado do  
pentágono. Sendo d = diagonal e l = lado  
do pentágono, vamos calcular d/l.

Figura 4 – o pentágono e o pentagrama  
de vértices a, B, C, d e e. 

Fonte: Paterlini (2004). 

Sabemos que todos os lados do pentágo-
no regular são iguais entre si, todos os ângulos 
internos são iguais e todas as suas diagonais 
são iguais. então, observaremos os triângulos 
∆BCd, ∆BC’d e ∆aC’e. É possível mostrar 
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que o ∆BCd e o ∆BC’d são congruentes e, 
portanto, BC = Cd = BC’ = C’d = l. dessa 
forma, calcularemos aC’ e C’e, no ∆aC’e:

d = ad = aC’ + C’d; 
d = l + aC’;     aC’ = d – l.
Sabemos que os triângulos ∆BCd e 

∆aC’e são semelhantes (chega-se a essa in-
formação comparando os ângulos dos triân-
gulos do pentagrama). assim, é possível es-
crevermos uma proporção entre os lados dos 
triângulos semelhantes:

  
   

  
    

 
  

 
    

 

em seguida, resolvendo a proporção 
para obtermos a relação entre d e l, obteremos 
uma equação do 2º grau na incógnita d, que 
será resolvida com a “Fórmula de Bhaskara”4.

4 os gregos antigos não tinham os recursos algébricos 
de que dispomos hoje. eles não conheciam a Fórmula 
de Bhaskara. Porém ela foi usada para facilitar a com-
preensão do problema e o cálculo do resultado.
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Como d e l são medidas de comprimento, 

usaremos apenas a solução positiva da 
equação:

        
           

    
       

          

 

o resultado obtido é um número irra-
cional, não reconhecido pelos gregos. nesse 
episódio histórico, os pitagóricos descobri-
ram que não poderiam representar a relação 
entre a diagonal e o lado do pentágono como 
grandezas comensuráveis. elas eram inco-
mensuráveis, isto é, grandezas que não acei-
tam uma unidade de medida comum. 
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o número 1,618.... é conhecido, hoje em 
dia, como razão áurea ou número de ouro 
ou ainda número “fi”: j = 1,618... trata-se de 
uma constante matemática que pode ser en-
contrada em várias figuras. apesar da dificul-
dade numérica, a razão áurea era conhecida e 
muito usada pelos arquitetos e artistas gregos 
em construções e esculturas e continuou a 
ser usada por artistas de várias épocas. a 
popularidade da razão áurea entre os artistas 
se deve ao fato de ela retratar uma proporção 
muito harmoniosa e agradável esteticamente.

a razão áurea foi muito usada por leo-
nardo da Vinci (1452-1519), famoso artista 
italiano do renascimento europeu, em seus 
quadros. e foi ele quem a batizou de “razão 
áurea”. na Monalisa, de 1506 – a pintura mais 
famosa de leonardo da Vinci – percebe-se a 
razão áurea na comparação entre as medidas 
do rosto retratado. essa constante matemáti-
ca surge em ocorrências diversas, por exem-
plo: na aritmética, temos o “problema dos 
coelhos”, proposto por Fibonacci (século Xi); 
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nas proporções da Catedral notre dame de 
Paris (uma construção da idade Média); em 
pinturas de artistas mais recentes; em estu-
dos estéticos da odontologia; enfim, em uma 
porção de casos nos quais temos figuras geo-
métricas ou relações numéricas que trazem a 
sensação de equilíbrio e harmonia.

o estudo da razão áurea nos permite 
conectar a geometria, a aritmética e outras 
teorias matemáticas com a Filosofia, a arte, a 
arquitetura e a dimensão estética de muitos 
outros campos do conhecimento. É o estudo 
mais conhecido no qual podemos ver a beleza 
matemática.

2.3 Os sólidos de Platão e as formas da natureza

dando continuidade à nossa conversa, 
as falhas da filosofia pitagórica abriram espa-
ço para a evidência de outras escolas filosó-
ficas que também valorizavam a Matemática. 
no século iV a.C., o filósofo ateniense Só-
crates disseminou suas ideias, conquistando 
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muitos discípulos. Platão e aristóteles foram 
os discípulos mais notáveis da escola socráti-
ca. as ideias de Platão foram primordiais para 
o desenvolvimento da geometria, tanto que, 
os mais importantes matemáticos gregos, a 
partir de então, foram discípulos da escola 
platônica. É o caso de euclides, Ptolomeu de 
alexandria e de muitos outros.

Platão escreveu uma extensa obra so-
bre vários aspectos fundamentais da Filo-
sofia. Seus livros eram escritos em forma de 
diálogos com outros filósofos. na sua obra 
“Timeu”, um diálogo que ele trava com este 
filósofo, Platão expôs suas ideias a respeito de 
um modelo de universo. Para Platão, a geo-
metria – e não a aritmética, como os pitagó-
ricos diziam – era a ciência que capacitava o 
homem a pensar de forma ordenada e lógica 
e a explicar o mundo.

a ideia sobre a natureza, vigente na épo-
ca, era que toda a matéria orgânica ou inor-
gânica fosse composta, em diferentes propor-
ções, pelos elementos naturais: fogo, ar, água 



75

Geometria?  Sem problemas, mas....

e terra. Para Platão, a matéria era composta 
por partículas minúsculas de formatos trian-
gulares. as diferentes composições destes 
triângulos geravam sólidos (figuras em três 
dimensões), cujos formatos básicos eram co-
nhecidos por poliedros de Platão. Cada um 
dos poliedros era associado a um elemento 
natural. Poliedros são figuras geométricas 
em três dimensões, com faces planas e poli-
gonais – por exemplo, prismas e pirâmides, 
são poliedros –, porém, para que o Poliedro 
seja “de Platão”, todas as suas faces devem 
ser do mesmo tipo de polígono, isto é, todas 
triangulares, todas quadrangulares ou todas 
pentagonais. nessas condições, Platão provou 
que são possíveis apenas cinco tipos de polie-
dros platônicos (figura 5): 

•	 o tetraedro – tem 4 faces triangulares;
•	 o hexaedro, mais conhecido por cubo 

– tem 6 faces quadradas; 
•	 o octaedro – tem 8 faces triangulares;
•	 o dodecaedro – tem 12 faces penta-

gonais;
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•	 o icosaedro – tem 20 faces triangu-
lares

Figura 5 – os poliedros de Platão 
Fonte: eduardo (2011).

Por diversas razões filosóficas, Platão as-
sociou o fogo ao tetraedro; a terra ao hexae-
dro (ou cubo); o ar ao octaedro; a água ao ico-
saedro. a matéria, em nosso mundo, então, 
seria formada por diferentes quantidades e 
composições de minúsculos poliedros platô-
nicos. Mais tarde, aristóteles conjecturou que 
o elemento natural que compunha o céu e as 
estrelas era diferente de tudo o que existia em 
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nosso planeta. a esse misterioso elemento, os 
filósofos antigos deram o nome de “quintes-
sência” ou “éter” e aristóteles o associou ao 
dodecaedro.

essa teoria pode não fazer muito sen-
tido atualmente; no entanto, é considerada 
um avanço, em termos científicos, frente às 
teorias mais antigas, nas quais qualquer fenô-
meno da natureza era interpretado como um 
“recado” das divindades. entre os gregos, os 
deuses eram fonte de explicação para quase 
tudo: Zeus era o deus dos raios e trovões, por 
exemplo. Para as civilizações antigas, a natu-
reza era uma criação divina e se comportava 
de acordo com a vontade dos deuses.

desse modo, ao oferecer uma explica-
ção, ou melhor, um modelo para a natureza 
que não aludisse às vontades divinas, Platão 
começou a desgrudar a ciência do misticis-
mo. abriu portas para uma abordagem que 
considerasse a quantidade e o formato das 
substâncias naturais. a teoria platônica deu 
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origem a uma tradição de pensamento que 
forjou a cultura ocidental. influenciou sábios 
de todas as áreas científicas e pode ser perce-
bida mesmo após 2.000 anos de história.

Hoje sabemos que não existe esse éter e 
que os elementos naturais não têm as formas 
platônicas. todavia, Platão e os filósofos da 
época não estavam totalmente errados, pois 
incentivaram o desejo de saber mais sobre a 
natureza, usando os conhecimentos matemá-
ticos disponíveis na época. e o episódio histó-
rico dos poliedros de Platão mostra uma rela-
ção muito estreita entre Matemática, Ciências 
e Filosofia.

2.4 Do céu dos deuses mitológicos ao céu dos  
 astrônomos

o desenho geométrico é um assunto 
muito especial, pois possibilitou o desenvol-
vimento de muitas teorias científicas. É uma 
técnica na qual usamos apenas o compasso e 
uma régua sem marcas de medida, mostrando 
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a possibilidade de construir figuras traçando 
circunferências e retas. nessas construções, 
certas regras devem ser obedecidas, como a 
de não usar as medidas da régua, nem as me-
didas de ângulos no transferidor. o fato de ser 
possível uma determinada construção, com 
régua e compasso, equivalia à demonstração 
de validade de uma propriedade geométrica. 
essa técnica foi a preferida dos matemáticos 
da escola platônica.

o desenho geométrico oferece muitos 
resultados importantes; porém, desde muito 
cedo, os gregos sabiam que nem todas as figu-
ras e construções eram possíveis apenas com 
um compasso e uma régua sem marcas. exis-
tiam três problemas que, embora não sendo 
os únicos, ficaram conhecidos como “os três 
problemas geométricos sem solução” (eles, na 
verdade, têm solução, mas não com as regras 
citadas). os problemas são conhecidos por: 

•	 trissecção do Ângulo (dividir um ân-
gulo qualquer em três partes iguais).
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•	 Quadratura do Círculo (dado um cír-
culo, construir um quadrado de mes-
ma área).

•	 duplicação do Cubo (“duplicar” um 
cubo de aresta “a”).

Vamos falar um pouco mais deste últi-
mo, pois ele tem uma origem lendária curiosa 
e as tentativas de solução instigaram o estudo 
das Cônicas.

o problema da duplicação do cubo é as-
sociado a uma lenda. Conta-se que, por vol-
ta do século V a.C., uma epidemia assolou a 
cidade de atenas, matando muitas pessoas, 
inclusive seu rei Péricles. então, os atenienses 
consultaram o oráculo do templo de apolo 
– o deus grego que representava o Sol e era 
o patrono da cidade – questionando o que 
deveriam fazer para se livrarem daquele mal.  
o oráculo respondeu que o altar de apolo 
deveria ser “duplicado”. Como o altar de apo-
lo era um bloco de mármore no formato de 
um cubo, os gregos deveriam construir um 
novo altar “duplicando o cubo”.
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Mas, veja só, como é difícil interpretar 
uma vontade divina! o que você entende por 
“duplicar um cubo”? dado um cubo de aresta 
“a” o que seria um cubo duplicado? Podemos 
pensar em duas possibilidades. a primeira se-
ria construir um cubo de aresta “2a” (fi gura 6). 
neste caso, o cubo original teria volume “a3” e 
o cubo “duplicado” teria volume “8a3”.

 

 
Figura 6 – Cubos de aresta “a” e “2a”

Fonte: lima (2016).

os gregos fi zeram isso, mas a epidemia 
continuou fazendo vítimas em atenas. então, 
eles não devem ter seguido corretamente as 
determinações do oráculo. a segunda pos-
sibilidade seria: dado um cubo de aresta “a”, 
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seu volume é “a3”. o cubo duplicado seria tal 
que seu volume seria “2.a3”, isto é, o volume 
seria duplicado. assim, sua aresta deveria ser  
(figura 7). e aí teríamos um problema: como 
construir o segmento de medida  a partir de 
um segmento de medida “a”? apolo deu um 
problemão aos gregos, pois este não tem so-
lução de acordo com as regras do desenho 
geométrico. apesar disso, os matemáticos 
gregos partiram para a procura de soluções; 
porém, utilizando outros meios. 

 
Figura 7 – o cubo duplicado seria o  
que tem o dobro do volume original 

Fonte: Wikipédia (2015).

atribui-se a Menecmo (século iV a.C.) 
um importante estudo sobre curvas que  
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“resolveriam” o problema. Menecmo deu 
continuidade ao estudo das cônicas, já co-
nhecidas dos Pitagóricos. Cônicas são curvas 
planas, produzidas na secção de um cone por 
um plano (figura 8): o círculo, a elipse, a pa-
rábola e a hipérbole. o círculo é considerado 
um caso particular de elipse. 

 

 

Figura 8 – Cone e as secções cônicas 
Fonte: tudo é número (2010a).

 

 

Figura 9 – uma elipse de luz 
Fonte: tudo é número (2010b). 
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Para ilustrar, faça a seguinte experiência: 
acenda uma lanterna em um quarto escuro, 
iluminando a parede. Com a lanterna forma-
mos um cone de luz (figura 9). Mantendo a 
lanterna perpendicularmente à parede, você 
terá um círculo de luz. Se você inclina um 
pouco a lanterna, terá uma elipse. Se você in-
clina a lanterna de modo que a borda do cone 
de luz seja paralela à parede, você terá uma 
parábola. e, finalmente, se a lanterna ficar pa-
ralela à parede, você terá uma hipérbole.

Menecmo descobriu que a intersecção 
de uma parábola com uma hipérbole resul-
ta em um valor  . Sua solução perdeu-se no 
tempo, mas, usando a linguagem algébrica 
atual, seria o seguinte: achar dois valores x e 
y (comprimentos de segmentos) que são mé-
dias proporcionais entre “a” e “2a” dados, ou 
seja, resolver a dupla igualdade:  

assim:
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desenvolvendo o sistema com incógni-
tas x e y, obtemos: 

    
     

 

                

                

 a solução que nos interessa para o pro-
blema da duplicação do cubo é o valor de 
        

 

.
o estudo dessas curvas foi aprofunda-

do por outro grego, apolônio de Pérgamo, 
no século ii a.C. apolônio escreveu a obra 
“As Cônicas”, em oito volumes, considerada o 
estudo mais completo sobre essas curvas, na 
antiguidade. Somente sete volumes – os que 
sobreviveram ao tempo – foram traduzidos 
para o árabe e, depois, para o latim. apolônio 
deduziu importantes propriedades e concei-
tos sobre as curvas em um plano. a origem 
dos nomes das curvas cônicas pode ser enten-
dida através da seguinte construção:

em um cone, inserimos uma esfera que o 
tangencia em uma circunferência (figura 10).  
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Seja o plano α, o plano dessa circunferência. 
observe que o plano α é perpendicular ao 
eixo VV’ do cone. Cortamos o cone por um 
plano β, que corta o plano α, na reta r e, ao 
mesmo tempo, tangencia a esfera no ponto F. 
a intersecção de β com o cone é uma cônica 
(figura a seguir). dada uma curva cônica em 
um plano β, definimos:

Figura 10 – o cone é seccionado pelos planos α e β 
Fonte: elaborada pelos autores (2016).

Ponto P: Ponto qualquer da cônica;
Ponto F: Foco da cônica;
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reta r: diretriz da cônica; 
Ponto r: um ponto da reta r, de modo que Pr 
seja perpendicular à reta r;
excentricidade: é relação entre PF e Pr, defi-
nida por     

   .

a excentricidade “e” é uma relação en-
tre distâncias. ela nunca é um valor negativo, 
pois estamos dividindo dois comprimentos. 
apolônio constatou que:

•	 Se e < 1, então temos uma elipse (“elip-
se” denota uma falta, uma omissão).

•	 Se e = 1, então temos uma parábola 
(“parábola” denota uma comparação, 
uma igualdade).

•	 Se e > 1, então temos uma hipérbole 
(“hipérbole” denota um excesso, um 
exagero).

•	 Se e = 0, então temos uma circun-
ferência (nesse caso, os planos α e β 
deveriam ser paralelos, isto é, Pr te-
ria um comprimento infinito; logo, a 
divisão entre PF e Pr tenderia a zero).
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o estudo das cônicas foi retomado 
nos séculos XVii e XViii da era cristã, por 
vários matemáticos e astrônomos, dentre 
os quais podemos citar: William ougtred,  
galileu galilei, Johannes Kepler, Blaise  
Pascal, gerard desargues, rene descartes e 
Pierre de Fermat.

Com galileu e Kepler, as cônicas passa-
ram a ser objeto dos estudos dos astrônomos. 
em 1604, galileu galilei provou que a traje-
tória de um projétil lançado horizontalmente 
do topo de uma torre, é uma parábola. Kepler 
observou, em 1609, que a órbita de Marte é 
uma elipse, lançando a conjectura de que as 
órbitas dos planetas não eram circulares, mas 
sim elípticas. de fato, Kepler estava correto, 
mas algumas das órbitas elípticas têm excen-
tricidade muito pequena, o que as aproxima 
muito de um círculo. Quanto maior a excen-
tricidade, mais alongada é a elipse. Veja, por 
exemplo, a seguinte tabela:
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Tabela 1 – excentricidade da órbita dos corpos celestes 
no sistema solar

Corpo 
celeste Excentricidade Corpo 

celeste Excentricidade

Mercúrio 0,21 Saturno 0,06

Vênus 0,01 urano 0,05

terra 0,02 netuno 0,01

Marte 0,09 Plutão 0,25

Júpiter 0,05 Cometa 
Halley 0,98

Fonte: adaptada de Simmons (1987, p. 163). 

em 1686, o astrônomo inglês edmond 
Halley, estudando um cometa que, de tem-
pos em tempos, assombrava o mundo, calcu-
lou a órbita elíptica do cometa (que recebeu 
seu nome) e previu sua periodicidade de 76 
anos, confirmando a teoria da gravitação de  
newton e os resultados de Kepler. 

assim, do deus apolo – o deus Sol – o 
estudo das cônicas nos levou ao céu dos as-
trônomos: os cientistas que estudam os astros 
celestes e seus movimentos. Mas, não vamos 
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parar por aqui. Você verá, no próximo tópico, 
que as cônicas servirão, inclusive, para criar 
novas geometrias e para nos levar ao espaço, 
em viagens espaciais!

2.5 A Geometria de Euclides e seu armário de 
 roupas

Vamos imaginar que você é um com-
prador compulsivo de roupas. Você mal pode 
passar em uma loja e já vai comprando, com-
prando e comprando, cada vez mais roupas. 
então, você tem uma porção de pares de 
meias, de camisetas, de calças etc. uma vez 
tendo muito, para saber o que vestir, você tem 
de organizar suas roupas em um armário: 
calças penduradas nos cabides, camisetas do-
bradas na gaveta, meias enroladas com seus 
respectivos pares. existem vários critérios 
para essa organização. Cor, tamanho, ocasião 
em que as peças serão usadas, são critérios a 
serem considerados, correto? Caso você não 
arrume suas roupas, você pode sofrer um 
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bocado ao se vestir: não achar o par da meia, 
querer uma camiseta que já não serve mais ou 
procurar, por horas, uma calça que está na la-
vanderia. Se você não sabe arrumar suas rou-
pas, quem as arruma? deixe-me adivinhar: 
sua mãe? Seu pai?... enfim, possivelmente é 
alguém próximo de você e que, naquele mo-
mento, está sendo “uma Mãe”.

nas ciências ocorre algo muito parecido: 
uma vez acumulando anos e anos de resulta-
dos de pesquisas, chega uma ocasião em que 
é preciso organizar todas as informações por 
algum critério. e essa organização é extrema-
mente importante (muito mais que a arruma-
ção de seu armário), pois é a partir dela que 
demonstramos que os novos resultados cien-
tíficos são verdadeiros, sabemos se as teorias 
são ou não consistentes, se progredimos ou 
não no estudo e quais benefícios determinada 
ciência trouxe. e quem organiza? os cientis-
tas (geralmente trabalhando em equipe) que 
conhecem profundamente o assunto organi-
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zam os resultados em teorias e as teorias em 
ciências. Mas como nossa tradição científica é 
muito machista, as ciências costumam ter “um 
Pai” (o líder da equipe) e não “uma Mãe” (aos 
poucos, estamos revertendo essa situação!).

Vamos falar do Pai da geometria: eu-
clides de alexandria, matemático grego do 
século iii a.C. que seguia o pensamento pla-
tônico. ele não criou nenhum resultado novo 
na geometria, mas organizou os resultados 
conhecidos em um esquema rigoroso – se-
guindo a lógica dedutiva, já conhecida desde 
Sócrates – a partir de conceitos fundamentais 
e de verdades consideradas evidentes. 

assim, euclides construiu a ciência geo-
metria como se fosse um edifício: nos alicerces, 
estavam as verdades evidentes e os conceitos 
primitivos. tudo o que veio a seguir era funda-
mentado pelo que já estava construído antes. 
e essa organização foi tão bem-sucedida que 
chamamos a geometria de “geometria eu-
clidiana”. esse matemático publicou sua obra 
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com o nome de “os elementos”, contendo 13 
volumes, e tratando de toda a matemática co-
nhecida até então. essa obra tornou-se a “bí-
blia” da Matemática, um modelo para outras 
ciências se organizarem da mesma forma, e 
que é publicada até hoje.

euclides fazia suas pesquisas e lecionava 
na famosa Biblioteca de alexandria. alexan-
dria é uma cidade no egito, fundada pelos 
gregos e, portanto, considerada cidade grega. 
essa biblioteca foi uma instituição de ensino 
e pesquisa criada no século iii a.C. pelo Fa-
raó Ptolomeu ii, que contratou sábios, estu-
diosos e filósofos de várias partes do mundo. 
assim, foi a primeira instituição na história a 
ter "cientistas profissionais".

a Biblioteca de alexandria era um cen-
tro de cultura e ciência, difusor do conhe-
cimento grego e oriental. ao costume da 
época, seguia a tradição platônica; portanto, 
valorizava a geometria. não por acaso, os 
mais brilhantes geômetras do período antigo  
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trabalharam em alexandria: euclides de  
alexandria, Ptolomeu de alexandria, Pappus 
de alexandria etc. infelizmente, a biblioteca 
sofreu quatro incêndios, entre os séculos i 
a.C. e Vi d.C., sendo definitivamente destruí-
da neste último. em 2002, o egito inaugurou 
uma nova biblioteca, no local em que se acre-
dita ser o mesmo da antiga, a fim de mimeti-
zar a importância da anterior.

nos tempos de euclides, a geometria 
já era um conjunto de muitos resultados co-
nhecidos. Já se conheciam formas de cálculos; 
construções geométricas; propriedades de fi-
guras planas e espaciais e se faziam demons-
trações. tudo muito parecido ao que fazemos 
hoje em dia. Mas faltava à geometria – e por 
extensão, à Matemática – uma organização 
maior, que colocasse todos os resultados co-
nhecidos em uma estrutura dedutiva única.

essa organização não tinha a finalidade 
de resolver os problemas práticos do cotidia-
no. euclides foi o primeiro a perceber que há 
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necessidade (teórica) de organizar, de modo 
lógico, os resultados de uma ciência, colocan-
do o conhecimento disponível em bases bem 
fundamentadas. euclides deu à geometria 
um novo status, o de ciência: sistematização 
dos conhecimentos, formalizada de acordo 
com a lógica dedutiva, rigorosa pelos padrões 
da época.

Para euclides, o estudo das figuras geo-
métricas deve começar por três figuras, para 
as quais não há uma definição formal: o pon-
to, a reta e o plano. É claro que você imagina 
como são estas figuras, mas não se trata de 
defini-las formalmente. Pensamos no ponto 
como uma “bolinha” que não tem compri-
mento, largura ou altura, isto é, não tem di-
mensão. a reta é como um fio de linha estica-
do e infinito, mas sem espessura, ou seja, tem 
somente uma dimensão – o comprimento.  
o plano pode ser imaginado como uma su-
perfície lisa, sem buracos nem ondulações, 
e que se espalha por todas as direções até o 
infinito, mas não tem espessura. assim, o 
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plano tem duas dimensões – a largura e o  
comprimento. e essas três figuras foram cha-
madas de “conceitos primitivos”, isto é, con-
ceitos que não têm definição.

euclides também formulou afirmações 
que são evidentes, isto é, ninguém duvidaria 
de que são verdadeiras e para as quais é muito 
difícil imaginar uma situação contrária. es-
sas afirmações são chamadas de postulados: 
afirmações verdadeiras por evidência e que 
não exigem demonstração (prova de valida-
de). na teoria de euclides, seriam necessários 
cinco postulados. os quatro primeiros são, de 
fato, bastante óbvios:

 P1. uma linha reta pode ser traçada 
ligando dois pontos quaisquer.

 P2. um segmento de reta pode ser 
prolongado indefinidamente.

 P3. um círculo pode ser traçado com 
qualquer centro e com qualquer raio.

 P4. todos os ângulos retos são iguais.
até aqui, ninguém fez nenhuma objeção 

às ideias de euclides. Porém, o 5º postula-
do, que ficou conhecido por “postulado das  
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paralelas”, não tinha a mesma simplicidade 
dos demais. ele não é nem um pouco “óbvio” 
e os matemáticos da época (e dos 2.000 anos 
seguintes) tentaram, em vão, demonstrá-lo a 
partir dos quatro primeiros postulados.

 P5. Se duas retas em um mesmo pla-
no são cortadas por uma terceira reta 
(figura 11), e se a soma dos ângulos 
internos de um lado é menor que 
180°, então as retas se encontrarão, se 
forem prolongadas suficientemente 
do lado em que a soma dos ângulos é 
menor que 180°.

 

 
Arquivo 11 

 
 

s 

r β 

α 

t 

Figura 11 – Postulado das paralelas 
Fonte: elaborada pelos autores (2016).



Matemática e Física • Nos caminhos das Ciências

98

tecnicamente, se r e s são retas do mes-
mo plano e são cortadas por uma reta t, são 
formados dois ângulos internos α e β entre 
elas. Se α + β < 180°, então r e s se intercep-
tam de um lado da figura, e, portanto, as retas 
não são paralelas. no caso de α + β = 180°, 
r e s serão paralelas e se α + β > 180°, r e s 
interceptam-se do outro lado da figura.

Com esses cinco postulados, auxiliado 
pelas verdades da lógica dedutiva (que cha-
mava de axiomas), euclides organizou todos 
os resultados geométricos conhecidos, por 
meio de afirmações que necessitam de uma 
demonstração. essas afirmações são chamadas 
de teoremas e as demonstrações são argumen-
tos lógicos e verdades já provadas da geome-
tria. Com isso, temos, na obra de euclides, o 
teorema de Pitágoras, o teorema de Thales etc.

o postulado das paralelas não parecia 
ser uma verdade evidente (um postulado), 
mas sim uma verdade a ser provada (um  
teorema). Muitos matemáticos, após euclides,  
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tentaram obter uma demonstração para o 
“postulado das paralelas”. Mas, somente no 
século XiX alguns matemáticos começaram 
a ter algum sucesso, porque mudaram sua 
abordagem lógica ao problema. Se você não 
consegue demonstrar que uma afirmação é 
verdadeira, pode tentar mostrar que a nega-
ção dela é falsa. neste caso, estará usando um 
artifício lógico indireto, mas perfeitamente 
válido. Para entender como foi dado o desen-
volvimento ao caso, vamos usar uma formu-
lação mais atual, atribuída a Playfair (mate-
mático escocês,1748-1819) para o postulado.

afirmação: “dada uma reta r e um pon-
to P fora dela, por P passa uma única reta pa-
ralela à r”.

Como podemos escrever a negação des-
sa frase? ora, existem dois caminhos:

negação do tipo 1: “dada uma reta r e 
um ponto P fora dela, por P passa mais de 
uma reta paralela à r”.
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negação do tipo 2: “dada uma reta r e 
um ponto P fora dela, por P não passa nenhu-
ma reta paralela à r”.

os primeiros a trilharem por esses cami-
nhos começaram da negação tipo 1. um deles 
foi um jovem matemático húngaro – Janos 
Bolyai (1802-1860) –, que encontrou um sis-
tema lógico consistente ao tentar substituir o 
5º postulado por sua negação, isto é, concluiu 
que seria perfeitamente possível que a geo-
metria existisse com a substituição da afir-
mação pela negação. Consequentemente, o 
5º postulado de euclides era totalmente inde-
pendente dos demais postulados, isto é, não 
seria possível comprová-lo a partir dos outros 
postulados. em outras palavras, não era um 
teorema; e sim, um postulado. 

na época, o matemático mais respeitado 
do mundo, o alemão Friedrich gauss (1777-
1855), analisou o trabalho de Bolyai, desde-
nhando de sua importância, e dizendo que 
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ele próprio já tinha alcançado esses resulta-
dos. esse desestímulo desencorajou Bolyai a 
seguir em seus estudos, e ele nunca mais pu-
blicou nada. gauss já havia, de fato, pesquisa-
do e chegado às mesmas conclusões de Bol-
yai; porém, não divulgou seus resultados por 
medo de ser desacreditado pela comunidade 
de pesquisadores. gauss repudiava o fato de 
ser possível uma “geometria não euclidia-
na”! Mas por que gauss pensava assim? 

Quando você aprende geometria na es-
cola básica, provavelmente aprende que a na-
tureza e os objetos que nos rodeiam têm for-
mas geométricas: uma porta é um retângulo, 
o telhado de uma casa é triangular, uma lata é 
cilíndrica, uma caixa de papelão é um prisma, 
e por aí vai... de fato, a geometria sempre foi 
pensada como uma representação das formas 
que enxergávamos – uma representação do 
mundo ao nosso redor; assim, sempre teve 
uma relação muito estreita com a nossa expe-
riência sensorial: o que podíamos ver, tocar, 
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manipular, sentir pelos nossos sentidos. lem-
bre-se de que a geometria começou como 
uma arte de agrimensores, construtores, pin-
tores e escultores. aos poucos, ela adquiriu 
uma necessidade teórica vinda da Filosofia; 
entretanto, ainda assim, representava um 
mundo de nossa experiência sensível. Mesmo 
com a formalização dada por euclides, a geo-
metria ainda era um estudo de formas que 
poderiam ser vistas, desenhadas ou tocadas.

Quando os matemáticos propuseram 
trocar o postulado das paralelas por sua ne-
gação – seja a do tipo 1 ou do tipo 2 –, acaba-
ram criando teorias perfeitamente coerentes 
do ponto de vista formal, mas que não corres-
pondiam a nada do que pudesse ser visto ou 
tocado no mundo terrestre.

gauss achava que o estudo de uma geo-
metria não euclidiana era incompatível com 
a realidade, uma espécie de conto de ficção, 
e não um estudo científico. Por isso, não 
divulgou seus estudos temendo expor sua  
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reputação ao ridículo. e, além de tudo, gauss 
ainda acabou com a carreira de Bolyai, que, 
pelo visto, era um matemático talentoso e ge-
nial. Foi uma pena para ambos, pois não le-
varam os créditos por ampliar o universo da 
geometria.

Pouco tempo depois, no ano 1829,  
nikolai lobachevsky (1793-1856), matemáti-
co russo e reitor da universidade de Kazan, 
apresentou a sua teoria no artigo “os princípios 
da geometria”. nessa obra, ele fez exatamente 
o que dissemos acima: substituiu o postulado 
das paralelas pela sua negação (do tipo 1), e 
encontrou uma teoria coerente e correta para 
a geometria. Mais do que isso, lobachevsky 
propôs um modelo para essa nova geome-
tria, que ficou conhecido por geometria 
Hiperbólica. nesse modelo, o “plano” é uma 
superfície hiperboloide – é o formato aproxi-
mado de uma corneta. as “retas” são hipér-
boles desenhadas nessa superfície, e os “pon-
tos” são como os da geometria euclidiana.  
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Se chamarmos de paralelas as “retas” do 
mesmo “plano” que não se encontram, vere-
mos que, sim, é possível que “por um ponto 
P passem infinitas retas paralelas à reta r”.  
a obra de lobachevsky abriu as portas para a 
criatividade dos matemáticos. Vieram novos 
estudos, sobre essa geometria Hiperbólica e 
outros modelos possíveis.

Bernhard riemann (1826-1866), ma-
temático alemão, propôs a negação do tipo 
2 para o postulado das paralelas; então, 
novamente, obteve uma teoria consisten-
te, coerente e correta. o modelo usado por 
riemann é muito fácil de imaginarmos. Sua 
teoria foi chamada de geometria elíptica. 
nela, o “plano” é a superfície de uma esfera 
ou de um elipsoide – a forma da bola de fu-
tebol americano – e as “retas” são as circun-
ferências (ou elipses) sobre esta superfície, 
cujo centro coincide com o centro da esfera 
(ou do elipsoide). o “ponto” é o mesmo dos 
modelos anteriores. 



105

Geometria?  Sem problemas, mas....

imagine o planeta terra como a super-
fície em questão. as “retas” seriam como as 
linhas do equador ou os meridianos (circunfe-
rências cujos centros coincidem com o centro 
da esfera), e pontos são pontos quaisquer na 
superfície. agora, imagine que marcamos uma 
reta e um ponto P na superfície da terra. Qual-
quer outra “reta” que passe por P vai, inevita-
velmente, cortar a linha anterior. assim, não 
existem retas paralelas na geometria elíptica.

dada a reta r e um ponto P fora dela, 
vemos, na figura a seguir (figura 12), as retas 
paralelas nos três modelos de geometria: na 
geometria euclidiana só há uma paralela. na 
geometria de lobachevsky temos mais de uma. 
na geometria de riemann não há paralelas.

atualmente, conhecemos vários mode-
los de geometrias. as teorias mais modernas 
da Física tornaram-se possíveis considerando 
o espaço físico modelado pelas geometrias 
não euclidianas. as viagens espaciais, com 
foguetes e satélites, foram viabilizadas a partir 
dessa concepção de espaço.
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Figura 12 – Modelos das geometrias euclidiana,  
Hiperbólica e elíptica, respectivamente. 

Fonte: euclides, o pai da geometria (2008).

Voltando a falar da organização da geo-
metria, com tantos novos resultados, a ideia 
de que geometria era a ciência das formas ou 
o estudo da natureza passou a ser obsoleta. 
Mostrou-se necessária uma nova organiza-
ção, que desse à geometria euclidiana uma 
formatação mais precisa, rigorosa e formal. 
Foi david Hilbert (1862-1943), matemáti-
co alemão, quem fez essa proposta. Pode-se 
considerar que ele foi um “segundo euclides”, 
dando mais rigor à geometria euclidiana, 
em sua obra “Fundamentos da geometria”, 
de 1899. em vez de cinco postulados, Hilbert 



107

Geometria?  Sem problemas, mas....

reescreveu a geometria a partir de 20 postu-
lados. e essa é a formulação usada no ensino 
básico e superior atualmente. 

Mas, você pensa que esse é o fim da his-
tória? não... ainda há muito para ver! além 
da geometria euclidiana e das geometrias 
não euclidianas já citadas, temos a geome-
tria Fractal e outros modelos menos conhe-
cidos. os fractais trazem novidades interes-
santes quanto aos conceitos geométricos e 
subvertem nosso senso comum.

os fractais são figuras produzidas por 
um processo recursivo – uma repetição con-
tínua de um desenho ou procedimento, em 
várias escalas. Podem ser produzidos por 
programas de computadores. na geometria 
Fractal, obtemos figuras muito mais pareci-
das às que encontramos na natureza – nu-
vens, plantas, vasos sanguíneos etc. – do que 
é possível com a geometria euclidiana.
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Veja um exemplo: a figura a seguir (fi-
gura 13) representa a construção do fractal 
“curva de Koch”. a primeira linha é um mero 
segmento de reta. Para obter a segunda linha, 
apagamos a parte central do segmento e a 
substituímos por um “V” – formado por dois 
segmentos inclinados a 60° entre si –; logo, 
temos, nesta, uma linha composta por quatro 
segmentos de reta de mesma medida. na ter-
ceira linha, em cada uma dessas quatro partes, 
repete-se o processo anterior. e assim sucessi-
vamente. na sexta linha, já temos uma forma 
bem diferente do segmento inicial. esse é o 
processo da Curva de Koch. Podemos fazer 
essa interação quantas vezes quisermos, pois 
esse processo é infinito. o que chamamos de 
Curva de Koch não é exatamente a sexta li-
nha, mas o que seria “a última” das interações. 
na verdade, o que importa aqui é o processo 
e não o produto.
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Figura 13 – Curva de Koch 
Fonte: Wikipédia (2016).

os fractais têm a importante proprie-
dade de se repetirem em escalas diferentes.  
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repare na figura anterior (figura 13): o pedaço 
marcado por a’B’ na sexta curva corresponde 
ao pedaço marcado por aB na quinta, porém, 
em outra escala de tamanho. um resultado 
incrível na geometria Fractal é o cálculo da 
dimensão de uma figura. enquanto na geo-
metria euclidiana temos figuras de dimensão 
0 (o ponto), 1 (a reta), 2 (o plano) ou 3 (o es-
paço), na geometria Fractal as figuras podem 
ter dimensão fracionária. a Curva de Koch, 
por exemplo, tem dimensão 1,26. Mas não 
vamos entrar em detalhes aqui sobre esse cál-
culo. Ficará para uma próxima oportunidade.

o polonês Benoit Mandelbrot (1924-
2010) é considerado o criador da geometria 
Fractal. entre as décadas de 1950 e de 1970, 
Mandelbrot trabalhava em uma importante 
empresa do ramo da informática e tinha aces-
so a vários recursos da computação gráfica. 
estudando problemas de ruídos nas linhas 
telefônicas que a empresa usava para trans-
missão de dados, descobriu um padrão nos  
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períodos em que esses ruídos se manifesta-
vam. esse padrão pode ser representado por 
uma figura chamada Poeira de Cantor, um 
fractal simples. assim, um problema de com-
putação motivou o estudo de algo até então 
desconhecido – novos conceitos, cálculos, 
propriedades –, originando uma nova teoria.

Sempre será preciso um novo “euclides” 
para organizar a geometria dentro de novas 
perspectivas. esse trabalho de revisão de teo-
rias, correção dos erros cometidos, generali-
zação dos resultados é um trabalho constante 
dos matemáticos. além disso, a perspectiva 
histórica nos mostra o importante papel da 
formalização na geometria.

Mas, por curiosidade, você já organizou, 
seu armário de roupas neste ano?

2.6 Para finalizar nossa conversa...

...embora não tenhamos esgotado o as-
sunto, mostramos aqui como a geometria se 
desenvolveu a partir de problemas. Pensar 
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nas formas de solução para os problemas prá-
ticos propiciou o acúmulo de conhecimentos, 
gerando novos problemas, de caráter teórico: 
o de formulação de conceitos precisos, a ge-
neralização nos cálculos e a necessidade de 
comprovar que os resultados encontrados 
são, realmente, verdadeiros. alguns séculos 
mais tarde, a reunião de todos os resultados 
conhecidos precisou ser organizada – crian-
do mais um problema – e essa organização 
foi realizada de acordo com a lógica deduti-
va. Finalmente, a própria organização gerou 
novos problemas que possibilitaram novas 
geometrias.

tentamos mostrar, também, que esses 
problemas têm origens diversas: o cotidiano 
das pessoas, desafios ou enigmas, questões fi-
losóficas, questões de outras ciências (como a 
Física ou a informática) ou da própria geo-
metria. Muitos desses problemas são antigos, 
outros são bem modernos, alguns são alta-
mente necessários, outros são considerados 
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passatempo. Muitos problemas exigem for-
mas de pensar originais, novas abordagens, 
quebra de paradigmas ou muita criatividade; 
outros, exigem apenas a dedicação de pessoas 
conhecedoras dos resultados já estabelecidos. 

o que impulsiona o progresso, tanto 
da geometria, quanto das outras ciências, é 
o espírito investigativo dos pesquisadores: a 
capacidade de enfrentarem os problemas, por 
meios racionais, embasados no conhecimen-
to existente. Quando resolvemos problemas, 
estamos sempre sujeitos a errar, voltar ao 
ponto inicial e tentar novamente. Sem dúvi-
da, a ciência se desenvolve em acertos e erros.  
e o caminho do desenvolvimento nunca 
chega ao fim! Sempre é possível que novas 
pesquisas apontem erros passados, limita-
ções dos resultados já tidos como verdades 
científicas, e que provoquem reformulações 
nas teorias já estabelecidas. isso acontece em 
todas as ciências – elas sempre estão sujeitas 
à crítica e à revisão. o mesmo ocorre com a 
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geometria. Portanto, para se tornar um geô-
metra, o importante é nunca desistir!
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3C a p í t u l o

Os cientistas sempre concordam?  
Um “debate” no cenário do ensino  
de Física Moderna

Maria inês ribas rodrigues1

natália Pimenta2

a vida do adolescente de hoje é bem 
diferente do que era a de alguém que passou 
essa fase da vida há três ou quatro décadas. 
imagine que, na época, para se realizar uma 
ligação telefônica entre São Paulo e Belo Ho-
rizonte seria preciso aguardar até 2 horas, 

1 Professora doutora do Programa de Pós-graduação 
em ensino, História e Filosofia das Ciências e Matemá-
tica da uFaBC.
2 Mestranda do Programa de Pós-graduação em ensi-
no, História e Filosofia das Ciências e Matemática da 
uFaBC.
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sendo que esse tempo seria para aguardar que 
a telefonista “conseguisse linha”. os equipa-
mentos eletrônicos eram enormes em relação 
aos dos nossos dias. ocorreu a diminuição, 
por exemplo, da profundidade de apare-
lhos de televisão, mostrando que a inovação 
científica e tecnológica dos semicondutores 
desenvolveu-se minimizando o tamanho dos 
equipamentos. também são exemplos os ce-
lulares, computadores, tablets etc.

o desenvolvimento tecnológico, apesar 
de trazer uma série de consequências preo-
cupantes, trouxe melhorias e avanços para a 
civilização. Vivemos hoje em um mundo re-
pleto de máquinas e aparelhos “inteligentes” 
e capazes de perceber variações no ambiente 
e também reagir a elas. os equipamentos de 
diagnósticos médicos possibilitam, cada vez 
mais, ampliar a visualização do interior de 
órgãos e do corpo humano. Por sua vez, o de-
senvolvimento da tecnologia da comunicação 
aproximou as pessoas e possibilitou que as  
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informações circulassem com maior veloci-
dade a cada dia. 

talvez você ainda não tenha percebido, 
mas todos esses avanços estão relacionados, 
principalmente às pesquisas na área da Física. 
Pesquisadores, tanto de Física teórica quan-
to de Física aplicada, têm empreendido suas 
investigações sobre os átomos e as partículas 
elementares. Como consequência, são fabri-
cados computadores cada vez mais velozes e 
mais compactos, possibilitando uma novida-
de à cada dia.

Mas onde isso irá parar? Quais são os 
limites?

Para tratar desse assunto temos que nos 
aproximarmos da Física. assim, este capítulo 
traz uma discussão interessante acerca da Fí-
sica Moderna, trazendo aspectos do seu iní-
cio, como Ciência,  e das discussões que en-
volveram os cientistas com diferentes pontos 
de vista e opiniões.
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a ciência passou por uma enorme re-
volução no ano de 1900, quando teve iní-
cio a Física Moderna, mais precisamente o 
início da Física Quântica. assim, conhecer 
os contextos socioeconômicos, a cultura e os 
diferentes “atores” que estiveram envolvidos 
nesse processo costuma ser o motivo do 
interesse, não somente de alunos, como tam-
bém do público leigo pela Ciência.

dessa forma, apresentaremos alguns as-
pectos desse conhecimento, principalmente 
os que se referem ao importante debate en-
tre dois cientistas da época: albert einstein e 
niels Henrik david Bohr.

3.1 Aspectos históricos e teóricos

o período da história da ciência que tra-
taremos neste capítulo é o final do século XiX 
e início do XX. nesse período, a alemanha 
estava empenhada em fabricar aço de ótima 
qualidade, o que necessitava de um rigoro-
síssimo controle de temperatura nos altos 
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fornos abastecidos por carvão. Mas como era 
possível controlar essa temperatura? 

evidentemente, utilizar termômetros 
tradicionais era inviável, pois as temperatu-
ras envolvidas nesse processo de produção 
são elevadíssimas; porém, naquela época, já 
se conhecia que a cada uma das cores do es-
pectro da luz do Sol estava relacionada a uma 
temperatura. 

Foi William Herschel, por volta de 1800, 
quem realizou o seguinte experimento: a luz 
do Sol, ao passar por um prisma, é difratada 
em diferentes cores que a compõem. Você se 
recorda de quais são? Pois bem, as diferentes 
cores vão desde o vermelho até o azul. e este 
cientista havia identificado que cada uma das 
cores estava relacionada a uma temperatura, 
sendo no azul a temperatura mais alta e no 
vermelho a mais baixa. também constatou 
que, ao lado da cor vermelha, quando já não 
havia mais uma luz visível, o termômetro ain-
da apontava uma elevação de temperatura. 
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Herschel identificou que, nessa região 
do espectro, deveria haver alguma radiação 
não visível causando a elevação da tempera-
tura indicada no termômetro, ao que ele cha-
mou de “raios caloríficos”, o que atualmente 
conhecemos como radiação infravermelha. 
e foi por meio desse conhecimento que se 
pôde controlar e identificar as temperaturas 
dos altos fornos. o metal, ao ser aquecido, 
iria alterando sua cor, desde o vermelho até 
o azul e, com isso, emitindo radiação térmica 
em cada um dos diferentes comprimentos de 
onda. o que parecia ser algo simples e trivial 
foi um motivador para novos acontecimentos 
na área da Física e gerou, entre os muitos dos 
cientistas da época, uma enorme discussão.

É interessante notar que a discussão 
faz parte da produção de conhecimento 
na ciência e aponta que o conhecimento é 
um processo que deve considerar, ainda, os 
contextos sociais e econômicos vivenciados 
na época.
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lord Kelvin havia previsto que dois 
pontos ainda precisavam ser discutidos, res-
saltando-os como duas “nuvens” no céu da 
Física Clássica. um deles envolveria a com-
provação da inexistência do Éter, que estaria 
relacionado à teoria da relatividade; o outro 
estava relacionado a este problema e envolve-
ria a termodinâmica Clássica, vivenciada ao 
final do século XiX.

 Voltando ao problema da radiação, as 
medições correspondentes ao aquecimento 
e à fundição dos metais nas indústrias side-
rúrgicas trouxeram dados experimentais que 
não corresponderiam às equações matemáti-
cas envolvendo a termodinâmica Clássica. e 
esse, com certeza, seria um obstáculo a supe-
rar e estava relacionado a uma das “nuvens” 
enumeradas por lord Kelvin.

Para fazermos uma ideia, esse episódio 
da História da Ciência fora nomeado como 
“catástrofe do ultravioleta”, já que, duran-
te o aquecimento, os corpos emitiriam uma  
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radiação ultravioleta tão intensa que devasta-
ria tudo ao redor. nesse sentido, o corpo hu-
mano com a temperatura de 37 graus Celsius, 
brilharia no escuro! Mas bem sabemos que 
isso não acontece no dia a dia. então, o que 
estaria errado?

a resposta a essa questão surgiu com o 
matemático e físico alemão Max Karl ernst 
Planck (1858-1947), pronunciada em uma 
palestra perante a Sociedade de Física de Ber-
lim, em 14 de dezembro de 1900. decidida-
mente, esse cientista escreveu seu nome nos 
anais da história moderna!

Basicamente, Planck afirmou que a ra-
diação é absorvida ou emitida por um cor-
po aquecido, não sob a forma de ondas, mas 
por meio de pequenos pacotes de energia.  
e esse resultado surgira após seis anos de bus-
ca em torno de uma equação matemática, que 
descreveria corretamente o comportamen-
to da radiação de corpo metálico aquecido 
até elevadas temperaturas, quando estaria  
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incandescente, ou seja, emitindo luz (onda 
eletromagnética). a esses pequenos pacotes 
de energia, Planck chamou de “quantum” 
(cujo plural é quanta), uma palavra de origem 
latina, que significa quantidade. essa palavra 
dá a ideia de uma unidade mínima, indivisí-
vel, pois o quantum seria uma unidade defi-
nida de energia proporcional à frequência de 
radiação, como veremos mais à frente.

Figura 1 – Max Planck 
Fonte: http://famousscientist.net/max-planck
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Planck era um professor de termodinâ-
mica com formação clássica, e talvez por isso 
tenha sido difícil para ele admitir que a luz 
eletromagnética, tida como uma onda, viesse 
a se comportar daquela maneira. Planck sen-
tiu o quanto essa ideia seria revolucionária 
ao levar seu filho para um passeio, nesse dia, 
quando teria dito: “tive uma ideia tão signifi-
cativa quanto aquelas do Newton”. 

a teoria Quântica da radiação de 
Planck foi publicada, pela primeira vez, em 
1900; portanto, antes da teoria da relativi-
dade especial de einstein, de 1905. Foi um 
período efervescente no mundo da Física, 
que envolveu outros cientistas, tais como er-
nest rutherford, niels Henrik david Bohr e  
Werner Karl Heisenberg, que levantaram 
questões e sugeriram propostas para os pró-
ximos capítulos dessa história.

Sob uma perspectiva histórica, cabe 
lembrarmos de que a Física anterior à teoria 
Quântica é chamada de Física Clássica; a pos-
terior, de Física Moderna.
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nessa época, após a publicação do seu 
artigo que propunha a teoria da relatividade 
especial, einstein recebera uma única car-
ta por meio da qual seu remetente solicitava 
maiores detalhes sobre a matemática em-
preendida, além de maiores explicações sobre 
o seu trabalho. ela vinha da universidade de 
Berlim, emitida pelo professor Planck; sendo 
assim, este foi o primeiro membro da acade-
mia a reconhecer a importância das originais 
teorias de einstein. não é preciso mencionar 
o quanto einstein ficara encantado, já que 
Planck havia se tornado, há apenas alguns 
anos antes, um dos Físicos mais renomados 
do mundo pela sua proposta dos quanta.

a ideia do quantum consiste em conside-
rar a energia, não como uma variável contínua, 
mas como uma variável quantizada em múlti-
plos inteiros do quantum de ação, e este, por 
sua vez, é uma função adequada de frequência:

en = nΔe
Δe = hf
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onde e é a energia, n é um número in-
teiro, Δe é a variação da energia, h é a cons-
tante de Planck e f é a frequência.

einstein, em seus trabalhos sobre o efei-
to Fotoelétrico, mostrou como outro fenôme-
no físico dependia desse quantum de ação. 
e logo ficou claro que qualquer processo de 
radiação dependia do quantum; afinal, não 
havia como empreender uma análise casual 
dos fenômenos de radiação, apenas era pos-
sível estimar as probabilidades de ocorrência 
de seus processos individuais.

nesse ponto, vale ressaltarmos a primei-
ra controvérsia evidenciada pelo desenvolvi-
mento da Mecânica Quântica: os parâmetros 
utilizados para definir o quantum de ação 
(frequência e comprimento de onda) apenas 
podem ser definidos através da noção de inter-
ferência, um fenômeno ondulatório que tem 
uma característica essencialmente contínua.

então, para que esse aparente paradoxo 
se torne ainda mais instigante, podemos citar a 
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contribuição de de Broglie, ao postular que não 
somente a radiação apresenta um caráter duplo 
(de onda e de partícula) mas também as partí-
culas materiais apresentam essa característica.

Se a radiação eletromagnética ora se 
comporta como “onda”, ora como “partícula”, 
por que uma “partícula” (por exemplo, elétron) 
não pode se comportar como uma “onda”? 

a teoria de de Broglie foi confirmada 
por meio de experimentos com difração de 
elétrons: davisson e germer utilizaram um 
cristal de níquel para difratar um feixe de elé-
trons. e esse cristal foi escolhido por que o es-
paçamento atômico tem ordem de grandeza 
próxima ao do comprimento de onda do feixe 
de elétron – condição para que o fenômeno 
de difração ocorra.

Bohr, ao aplicar a ideia do quantum de 
Planck à noção de átomo, conseguiu dar uma 
explicação satisfatória para o fenômeno da 
estabilidade do núcleo atômico, que intrigava 
os cientistas da época.
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Bohr explicou que, quando considera-
mos as transições de energia entre dois esta-
dos quânticos estacionários, elas eram acom-
panhadas pela emissão ou absorção de um 
quantum de luz monocromática.

Para entender a noção de estados estacio-
nários, analisaremos os postulados de Bohr:

1.  o elétron pode se mover em determi-
nadas órbitas sem irradiar. essas órbi-
tas estáveis são denominadas estados 
estacionários.

2.  as órbitas estacionárias são aquelas 
nas quais o momento angular do elé-
tron em torno do núcleo é igual a um 
múltiplo inteiro de h/2π.

3.  o elétron irradia quando salta de um 
estado estacionário para outro mais 
interno, sendo a energia irradiada 
dada por:

e = hf = ei-ef 
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onde ei e ef são energias dos estados inicial 
e final.

em contrapartida, Schrödinger mostrou 
que os estados estacionários podiam ser ex-
plicados por uma equação de onda, hoje cha-
mada de equação de Schrödinger. 

a função de onda determina comple-
tamente o estado físico do sistema. isso sig-
nifica que, dada a função de onda Ψ de um 
sistema no instante t, não somente todas as 
propriedades do sistema naquele instante es-
tão descritas como também as propriedades 
em qualquer instante subsequente. assim, 
chegamos a uma questão de interesse ao de-
bate entre Bohr e einstein sobre os problemas 
epistemológicos na física atômica: o fato de o 
tratamento quântico da radiação não estabe-
lecer nenhuma ligação mais estreita com os 
fenômenos ondulatórios e ainda sobre como 
coordenar experiências aparentemente con-
trastantes sem abandonar a continuidade e a 
causalidade.
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antes de discutirmos acerca dos argu-
mentos de Bohr e das objeções de einstein, é 
necessário entendermos mais uma questão de 
suma importância para a Mecânica Quântica: 
o Princípio de indeterminação de Heisenberg.

Segundo o Princípio de indeterminação, 
não se pode conhecer com precisão absoluta 
a posição ou a velocidade de uma partícula, 
porque, para medir qualquer um desses valo-
res, iremos alterá-los. e essa não é uma ques-
tão de medição, mas sim da própria natureza 
quântica das partículas. 

logo, o caráter abstrato dessa teoria 
exigiu um exame da questão da observação 
na Física. temos, então, mais uma questão 
de interesse para este debate: o problema do 
observador ou a interação incontrolável dos 
objetos e instrumentos de medida.

3.2 O debate entre Einstein e Bohr

na ocasião do Quinto Congresso de Sol-
vay, que ocorreu no instituto de Solvay, em 
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Bruxelas/Bélgica, de 24 a 29 de outubro de 
1927, albert einstein já manifestava sua in-
satisfação em relação à aceitação da interpre-
tação de Copenhague3, proposta inicialmente 
por niels Bohr e Werner Heisenberg.

Figura 2 – Participantes do Congresso de Solvay 
Fonte: https://esquadraodoconhecimento.wordpress.

com/2012/09/09/conferencia-de-solvay/

3 ao longo do último século, pesquisadores desenvol-
veram diversas interpretações para o significado da 
Mecânica Quântica. a mais conhecida é a interpretação 
de Copenhague, de autoria de niels Bohr, Max Born, 
Wolfgang Pauli e Werner Heisenberg. Segundo essa in-
terpretação, uma partícula está indeterminada, como 
onda, até que o ato de observar a force a assumir o com-
portamento de partícula. 
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apesar de as “atas do Congresso de Sol-
vay” não terem registrado as ricas discussões 
informais que, conforme depoimento de otto 
Stern, “[...] começavam no café da manhã, no 
hotel, com Einstein expondo suas objeções aos 
argumentos de Bohr; e tinham um segundo 
tempo no jantar, quando Bohr comunicava sua 
resposta”, as posições antagônicas de einstein 
e Bohr – protagonistas de um debate que se 
estendeu por vários anos – alimentaram aca-
loradas discussões, reflexões e publicações so-
bre os fundamentos da teoria Quântica e o(s) 
significado(s) do conhecimento na Física.

Para Bohr, a questão da relação entre o 
tratamento quântico e os fenômenos ondu-
latórios, bem como coordenar experiências 
contrastantes, além da questão da interação 
observador-objetos-instrumentos, pode ser 
resolvida utilizando-se a noção de comple-
mentaridade: somente a totalidade dos fenô-
menos pode esgotar as informações possíveis 
sobre os objetos.
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Segundo este princípio de superposição 
geral da descrição ondulatória e da caracterís-
tica de individualidade dos processos atômi-
cos elementares, por mais que os fenômenos 
transcendam o âmbito da explicação da Física 
Clássica, a descrição de todos os dados deve 
ser expressa em termos clássicos, o que evi-
dencia a relação de interdependência entre o 
que se conhece (a Física Clássica e seus ins-
trumentos de medida) e a própria condição 
que estes instrumentos propiciam para que se 
estude o fenômeno. 

dessa forma, um experimento se refere 
a uma situação em que podemos dizer aos 
outros o que fizemos e o que aprendemos, 
mas somente podemos nos comunicar em 
uma linguagem que dominamos. Sendo a Fí-
sica Clássica a linguagem que conhecemos, a 
descrição de todos os dados deve ser expressa 
em termos clássicos.

nesses experimentos, os instrumentos 
de medida servem para definir as condições 
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em que os fenômenos aparecem e qualquer 
tentativa de subdividir os fenômenos requer 
uma mudança do arranjo experimental. as-
sim, é impossível fazer qualquer separação en-
tre os comportamentos dos objetos atômicos e 
sua interação com os instrumentos de medida. 

outra questão é que dados obtidos em di-
ferentes condições experimentais não podem 
ser compreendidos dentro de uma explicação 
única, e a totalidade do efeito apenas pode ser 
explicada mediante a apresentação dos resulta-
dos dos dois experimentos distintos. 

Para Bohr, os paradoxos são eliminados 
por um exame das condições experimentais 
em que os fenômenos aparecem. Já einstein, 
segundo sua visão, aponta o paradoxo e pon-
to de conflito que advém desta argumentação: 
estes experimentos complementares são tam-
bém mutuamente excludentes. 

Para entendermos melhor o ponto de 
vista de einstein, vamos imaginar a seguin-
te situação hipotética: ao observarmos a lua 



137

Os cientistas sempre concordam? 

no céu noturno, sabemos que, para todo ins-
tante, a lua se encontra em uma posição bem 
determinada no céu. Mas, será que podemos 
afirmar que a lua está lá, independentemente 
de alguém ou de algum aparelho registrar sua 
presença? 

no contexto da Física Clássica, a respos-
ta é “sim”, pois a posição de um objeto qual-
quer pode, pelo menos em teoria, ser deter-
minada por meio de uma equação, de modo 
que, ao conhecermos a solução dessa equa-
ção, é possível determinarmos a posição do 
objeto em qualquer instante. 

existe, portanto, um conceito físico 
(referente à posição do objeto) pertencen-
te à teoria física a partir da qual se pretende 
descrever a realidade. Você diria, então, que 
a lua está lá mesmo que ninguém a estivesse 
observando?

entretanto, no âmbito da teoria Quân-
tica o cenário é diferente! Considerando que 
os objetos tratados pela teoria Quântica  
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pertencem ao mundo microscópico (átomos 
e objetos menores do que o átomo), as inte-
rações entre esses e os aparatos experimentais 
utilizados para detectá-los não podem ser 
desprezadas, ou seja, o fato de observar ou 
não o objeto altera significativamente o seu 
comportamento. 

assim, se voltarmos à questão anterior, 
agora no contexto da Física Quântica, o que 
você diria? um objeto está lá, independente-
mente de ser observado?

Saiba que foram questões dessa nature-
za que motivaram os referidos debates entre 
einstein e Bohr no início da década de 1930, 
ocasião na qual as bases da teoria Quântica 
estavam sendo fundamentadas.

Para ilustrar as posições antagônicas en-
tre Bohr e einstein, podemos pensar que se 
transportadas suas posições para o mundo 
macroscópico, a resposta de einstein à per-
gunta sobre a existência da lua, independen-
temente de um observador, seria “sim, ela está 
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lá!”. Já Bohr diria “não faz sentido perguntar 
se a lua está lá se não há possibilidade de ob-
servá-la”. e você? Qual é a sua resposta para 
essa questão?

Referências

alVeS, rubem. Filosofia da ciência: introdução ao 
jogo e suas regras. São Paulo: editora Brasiliense, 
1985.

BetZ, Michel emile Marcel. elementos de 
mecânica quântica da partícula na interpretação 
da onda piloto. Revista Brasileira de Ensino de 
Física, Porto alegre, v. 36, n. 4, p. 1-14, out. 2014. 
disponível em: <http://www.sbfisica.org.br/rbef/
pdf/364310.pdf>. acesso em: 17 abr. 2015.

______. Radiação térmica – teoria de Planck. [s. 
d.]. disponível em: <http://www.if.ufrgs.br/~betz/
iq_XX_a/radterm/aradtermtext.htm>. acesso 
em: 17 abr. 2015.

BoHr, niels. Física atômica e conhecimento 
humano: ensaios 1932-1957. 2. ed. Copenhage: 
Contraponto, 1958. 140 p.



Matemática e Física • Nos caminhos das Ciências

140

einStein, albert; PodolSKY, Boris; roSen, 
nathen. Can Quantum-Mechanical description 
of Physical reality Be Considered Complete? 
Physical Review, v. 47, n. 10, p. 777-780, 1935.

HainZenreder, greice de oliveira; 
Salgado, tânia denise Miskinis. Evolução dos 
Modelos Atômicos: Modelo atômico de Bohr. 
disponível em: <http://www.iq.ufrgs.br/ead/
fisicoquimica/modelosatomicos/modelo_bohr.
html>. acesso em: 17 abr. 2015.

liMa, Sandro Marcio. Difração de elétrons. 
disponível em: <http://fisica.uems.br/arquivos/
labmoderna/difrata_e.pdf>. acesso em: 17 abr. 2015.

roCHa, José Fernando Moura (org.); PonCZeC, 
roberto i. l.; PinHo, Suani t. r.; andrade, 
roberto F. S.; Freire-Junior, olival; riBeiro 
FilHo, aurino. Origens e evolução das ideias da 
física. Salvador: eduFBa, Salvador, 2002.

SalMeron, roberto a. a energia e a equação 
de Schrödinger. 2007. E-física. disponível em: 
<http://efisica.if.usp.br/moderna/mq/schrodin 
ger/>. acesso em: 17 abr. 2015.

SantoS, Bernardo rodrigues; alVeS, rafael dos 
Santos; duarte, otto Carlos Muniz Bandeira. 



141

Os cientistas sempre concordam? 

4.1.2 Princípio da incerteza de Heisenberg. 
2007. Criptografia Quântica. disponível em: 
<http://www.gta.ufrj.br/grad/07_1/quantica/
PrincpiodaincertezadeHeisenberg.html>. acesso 
em: 17 abr. 2015.

SantoS, Carlos  alberto dos. Fundamentos 
do Modelo Atômico de Bohr. disponível em: 
<http://www.if.ufrgs.br/tex/fis142/modelobohr/
modelodebohrconc.html>. acesso em: 17 abr. 2015.

SilVa neto, Jader da; oSterMann, Fernanda; 
Prado, Sandra denise. Postulado de Louis Victor 
de Broglie. disponível em: <http://lief.if.ufrgs.
br/~jader/deBroglie.pdf>. acesso em: 17 abr. 2015.





143

Até onde vão os números?  
Por que eles existem?

Francisco José Brabo Bezerra
Liliana Quintero Lopez1

lídia de Souza da Cruz2

Marcos antonio ruano3

4.1 Para começo de conversa...

existe um “pré-conceito” cultural em 
relação à Matemática, pois muitos dizem que 
não gostam dela e consideram difícil apren-
dê-la. É preciso derrubar aquele velho mito 

1 aluna do Mestrado do Programa de Pós-graduação em 
ensino, História e Filosofia das Ciências e Matemática.
2 aluna do Mestrado do Programa de Pós-graduação em 
ensino, História e Filosofia das Ciências e Matemática.
3 aluno do Mestrado do Programa de Pós-graduação em 
ensino, História e Filosofia das Ciências e Matemática.

4C a p í t u l o
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de que aprender Matemática é difícil e apenas 
privilégio de poucos. grandes nomes que se 
destacaram em momentos diferentes na ciên-
cia também não tinham uma boa relação com 
a escola ou com a Matemática, mas se supe-
raram e produziram resultados surpreenden-
tes para a humanidade. entre eles, podemos 
destacar albert einstein, Charles darwin,  
Thomas edison e nikola tesla.

Figura 1 
Fonte: http://themico.deviantart.com/ 

art/Pinky-and-the-brain-28128271
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o escritor Malba tahan (Júlio César de 
Melo e Sousa) também teve dificuldades com 
essa disciplina, mas conseguiu superá-las. ele 
foi a primeira pessoa no Brasil a tentar des-
complicar a Matemática. Como professor, 
usou a criatividade a fim de ensinar de forma 
diferente e divertida. 

Sua imaginação era ilimitada, o que se 
manifestava tanto em seus romances e contos, 
quanto na área da educação. 

em seu livro mais conhecido, “O homem 
que calculava”, Malba tahan apresenta, por 
meio das proezas de um personagem persa 
que se devota aos cálculos matemáticos, uma 
infinidade de questões e desafios matemáti-
cos, seguindo o estilo das narrativas de “Mil 
e uma noites”. Monteiro lobato foi um dos 
grandes escritores que se apaixonou por este 
livro, profetizando a imortalidade de tahan 
na história da literatura.

É comum a literatura educacional relatar 
que estudantes nomeados com “dificuldade” 
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são posicionados como o “outro” da sala de 
aula, o sujeito que precisa “estudar mais”, 
“ter mais concentração” e fazer os exercícios 
“corretamente”. essa valorização dos 
algoritmos pelos professores que ensinam 
Matemática cria, muitas vezes, dificuldades de 
compreensão no aprendizado dos alunos que 
não conseguem reproduzir mecanicamente 
esses passos. 

tal reprodução é, ao nosso ver, produto 
do aprendizado recebido de quando eram es-
tudantes da educação Básica. 

observamos, contudo, que muitos estu-
dantes com dificuldades na escola envolvem-
-se com “outras matemáticas”, quando estão 
jogando videogame, auxiliando os familiares 
nas lavouras, vendendo e comprando objetos 
etc. É provável, então, que esses outros mo-
dos de raciocinar sejam considerados menos 
elevados frente aos problemas “da realidade” 
presente nos livros didáticos. o ato de cal-
cular como um exercício meramente teórico 
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pode ter-se tornado a base de um modo de 
raciocínio que exclui outros modos de pensar 
matematicamente o mundo social.

assim, acreditamos que é possível gostar 
de Matemática. a experiência da leitura que 
segue é uma tentativa de conquistar os leito-
res e propiciar outro modo de ver e perceber 
essa ciência – assim definida por aristóteles, 
Platão e Comte – ou linguagem – conforme 
afirmou leibniz: “a matemática é a lingua-
gem com a qual deus escreveu o universo”4. 
galileu (1564-1643)

4.2 Conhecendo o passado dos números

Você já pensou como seria a nossa vida 
se o homem não tivesse criado os conjuntos 
numéricos? São poucas as pessoas que fazem 
essa reflexão! a grande maioria costuma afir-
mar que não gosta de Matemática. Mas, será 
mesmo? talvez apenas não compreendam 

4 Fonte: http://kdfrases.com/frase/142657
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a linguagem Matemática que é ensinada na 
educação Básica. não há, entretanto, como 
negar: a Matemática já fazia parte da sua vida 
muito antes de você ser apresentado a ela!

Você já observou a sua certidão de nas-
cimento? Quantas informações numéricas ela 
contém? data e horário são apenas algumas 
delas, mas também podemos encontrar o nú-
mero da folha, do livro e a ordem em que se 
lavrou o registro, entre outros detalhes. ob-
serve que, desde o seu nascimento, os núme-
ros foram necessários para representar todo 
o seu desenvolvimento. Quantas semanas de 
gestação você precisou para nascer; qual sua 
massa (chamamos incorretamente de “peso”); 
altura, e tudo mais. Perceba que os números 
foram e estão presentes durante toda a nossa 
vida, seja no pediatra, na vida escolar, durante 
a adolescência e na vida adulta. 

ainda não se convenceu da importância 
dos números na sua vida e na sociedade em 
que vivemos? Vamos, então, refletir um pouco 
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mais: como organizar bilhões de pessoas se 
não fosse a linguagem matemática? Somente 
pelos nomes? Sabemos que isso seria inviável 
e impossível! afinal, o número de homôni-
mos é enorme. logo, com a utilização dos 
números, para representar cada indivíduo, é 
possível fazer a distinção necessária; por isso, 
atualmente temos o registro geral – rg e o 
Cadastro de Pessoa Física (CPF). acha pouco, 
não é mesmo? Que tal olharmos ao nosso re-
dor? números representam não só o valor das 
mercadorias que desejamos obter como tam-
bém as suas dimensões. utilizamos os núme-
ros para registrar os automóveis, cobrar im-
postos, quantificar a produção de alimentos, 
mensurar temperatura, diferenciar os canais 
de tV, telefone, endereço etc. diante desses 
exemplos, será que podemos pensar em um 
mundo sem os números? Certamente a sua 
resposta será não.

a Matemática, como ciência, é fruto 
de um grande esforço da humanidade para  
resolver problemas do cotidiano, que surgiram  
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e ainda surgem; portanto, não podemos afir-
mar que a Matemática é uma ciência pronta 
e acabada. Muito pelo contrário, ela é uma 
ciência que está em constante evolução.  
É uma produção cultural, criada por pessoas 
em um determinado lugar e influenciada por 
um contexto histórico, social e econômico, a 
qual se ajusta a outras ciências e atividades 
humanas devido ao avanço das tecnologias e 
da medicina.

o mais fascinante em tudo isso é que a 
Matemática não foi criada ou inventada so-
mente por grandes gênios, como geralmente 
aprendemos na escola. Sim, temos muitos 
homens e mulheres que se destacaram; mas, 
muitos conhecimentos foram desenvolvidos 
por pessoas simples, com vida simples, que 
ficaram no anonimato e assim estão até os 
dias atuais, ou seja, a Matemática é uma ciên-
cia que pode ser estudada por todos, inclusi-
ve por mim e por você. Vamos conhecer um 
pouco da história dessa disciplina?

ninguém sabe ao certo quando a mate-
mática começou a ser praticada pelo homem.  
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o que os historiadores afirmam é haver evi-
dências de que o desenvolvimento da Ma-
temática se deu concomitantemente ao da 
escrita. o que sabemos é que, por volta de 
5.000 a.C., a Matemática começou a surgir 
como atividade. os primeiros registros dessa 
atividade datam de 4.000 a.C. a maioria das 
evidências que temos a respeito desse período 
provém da região compreendida entre os rios 
tigre e eufrates (na Mesopotâmia, que hoje 
corresponde ao iraque) e das terras férteis do 
vale do nilo (egito).

antes mesmo da descoberta – ou in-
venção – dos números e da teoria dos con-
juntos, o hábito de fazer correspondência e/
ou comparação entre conjuntos de objetos já 
era praticado pelo homem primitivo. Pense 
você, não é preciso saber contar para perceber 
se uma mesa para oito lugares está completa 
ou não, basta observar se há lugares vazios. 
Quando o homem deixou de ser nômade e 
começou a se organizar em pequenos gru-
pos para garantir seu sustento, precisou criar 
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animais; nesse momento, surgiu a necessida-
de de controlá-los. É comum a associação da 
história dos números à necessidade de conta-
gem e utilizarmos o exemplo de pastores que 
precisavam controlar o rebanho por meio da 
correspondência de cada animal a uma pedra. 
assim, eles podiam mover pedras de uma pi-
lha para outra sem ter nenhuma noção do 
conceito de contagem.

Figura 2 – relação biunívoca  
Fonte: www.apoioescolar24horas.com.br, vide5

5 http://www.apoioescolar24horas.com.br//salaaula/
estudos/matematica/340_numeros_naturais/?cod_
aula=6351&sniveleduca=efaf#pag2-tab 
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observe que fazer essa correspondência 
não significa que você numeralizou; mas que, 
para cada ovelha, existe uma pedra. naquela 
época, você colocaria as pedras em um saco 
e diria: “tenho ‘isso’ de ovelhas!”. Contam os 
nossos antepassados que foram os pastores os 
pioneiros a indagar, no cair da tarde, quan-
do olhavam para as suas ovelhas, se tinham 
a sensação de possuir mais ovelhas. e esse 
desconforto levou-os a pensar em um modo 
de controlar o aumento ou a diminuição do 
seu rebanho. então, estabeleceram as primei-
ras correspondências usando pedrinhas. Sa-
nado esse problema, outros surgiram! Com 
o aumento do rebanho, o peso de sua bolsa 
carregada de pedras dificultava o transporte 
do pasto para casa e vice-versa. a situação 
de não querer carregar todo aquele peso le-
vou o pastor a procurar outras estratégias, de 
modo que as marcas na areia, nos ossos e, até 
mesmo, nos galhos das árvores, substituíram 
as coleções de pedrinhas. assim, o homem  
começou a fazer os primeiros registros.
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Conforme as sociedades iam desenvol-
vendo-se, tornou-se necessário criar meios de 
registrar os objetos. o primeiro marcador fo-
ram os ossos, depois vieram varas e, até mes-
mo, partes do corpo humano, indicando dife-
rentes números. os rebanhos e as plantações 
cresciam, as “cidades” surgiam; e, com elas, as 
diferentes formas de governo. demandas tais 
como cobrança de impostos, divisão de he-
rança e outras necessidades administrativas 
impulsionaram o desenvolvimento do siste-
ma de contagem e de numeração. 

4.3 Olhando e numeralizando ao nosso redor

Você já parou para olhar a beleza da na-
tureza e de tudo aquilo que nos cerca? Parou 
para admirar uma obra de arte? algum dia 
você se viu no espelho e achou que uma par-
te do corpo tinha medidas semelhantes com 
outras partes? nós, seres humanos, temos 
essa capacidade de olhar, comparar, admirar,  
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relacionar etc. essas capacidades são ineren-
tes ao ser humano, mas... o que tudo isso 
tem relação com os números? Como você iria 
contar quanto de água tem na figura a seguir? 
usaria que objeto? escreveria esse resultado 
com qual número? usaria um balde, um copo 
ou uma garrafa?

Figura 3 – Cachoeira, balde, garrafa e copo 
Fonte: Figuras retiras da internet6 e  
foram consultadas quatro páginas.

6 Cachoeira: http://oficinadeoportunidade.blogspot.com.
br/2013_11_01_archive.html; Balde: http://www.pane-
laecia.com.br/utensilios/baldes-de-aluminio/balde-32.
html, garrafa: http://www.imperiodasessencias.com.
br/garrafa-de-vidro-imperio-c-rolha-200ml-p2517, 
copo: http://funnyart.com.br/site/copos/ 
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existem coisas e objetos que podemos 
numeralizar usando o conjunto dos números 
naturais, como, por exemplo, três bolas de fu-
tebol. Com as quantidades líquidas, contudo, 
não é tão simples assim! olhando para a ca-
choeira, da figura anterior, poderíamos medi-
-la usando o copo, a garrafa ou o balde? Seria 
tão simples quanto bolas, maçãs, pirulitos 
etc.? Parece que não! Para líquidos, gases, e 
massas, o homem precisou criar uma unidade 
artificial para conseguir numeralizar. dessa 
forma, ele criou o litro, o metro cúbico, o qui-
lograma, a onça (unidade de peso igual a um 
décimo sexto de uma libra ou 16 dracmas ou 
28,349 gramas), o hectare para medir exten-
sões de terra, e muitas outras. Para se chegar 
a tantas unidades de medidas, a humanidade 
precisou de milhares de anos testando e ex-
perimentando, criando instrumentos que fos-
sem capazes de precisar o grama, o miligrama 
e muitas outras unidades ainda menores.
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na pré-história, a relação do ser huma-
no com as quantidades da natureza não se 
estabelecia de modo racional, mas por meio 
de uma abstração, pois era dada uma espécie 
de sentido qualitativo, em que se percebia a 
qualidade de ser animal, vegetal, grande, pe-
queno, forte etc., referir-se às capacidades de 
distinção entre o muito e pouco, o pequeno e 
o grande, por exemplo. 

a isso, o historiador matemático tobias 
dantzig (1967, p. 200) chamou de senso nu-
mérico:

“o homem, mesmo nas mais baixas 
etapas de seu desenvolvimento, possui 
a faculdade que, por falta de um nome 
melhor, chamarei de senso numérico. 
essa faculdade permite-lhe reconhe-
cer que alguma coisa mudou em uma 
pequena coleção quando, sem seu co-
nhecimento direto, um objeto foi reti-
rado ou adicionado à coleção. o senso 
numérico não deve ser confundido 
com contagem que, provavelmente, é 
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muito posterior, e que envolve, como 
veremos, um processo mental bastante 
intrincado. a contagem, pelo que sa-
bemos, é um atributo exclusivamente 
humano, apesar de algumas espécies 
irracionais parecerem possuir um sen-
so numérico semelhante ao nosso”. 

Para ilustrar essa ideia, o mesmo au-
tor conta uma fábula que ilustra o “senso 
numérico”: 

Certa vez, um urubu fez um ninho na 
torre da capela de uma fazenda. o fa-
zendeiro resolveu matá-lo. Mas, toda 
vez que entrava na torre, o urubu voa-
va até uma árvore distante e, de lá, com 
a sua vista de grande alcance, esperava 
até o homem sair da torre, quando vol-
tava para o ninho. o fazendeiro resol-
veu, então, entrar com um empregado, 
permanecendo lá dentro e mandando 
o empregado sair. o urubu, porém, 
não se deixou enganar: ficou na ár-
vore e só voltou quando o fazendeiro 
saiu da torre. o homem não desistiu e 
entrou com dois empregados na torre,  
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ficando lá novamente, enquanto os 
dois saíam. ainda não foi dessa vez 
que o urubu caiu na armadilha, es-
perando a saída do fazendeiro. e as-
sim, repetidamente, o patrão tentou a 
manobra com três, quatro emprega-
dos sem conseguir nada. Só quando 
entrou com cinco, o urubu voltou ao 
ninho, ao ver sair o quarto emprega-
do. o seu “senso numérico” só ia até 
quatro, e, por não saber contar mais 
que isso, acabou caindo na armadilha.  
(dantZig, 1967, p. 200-201).

o conceito de senso numérico e seus es-
forços para tentar defini-lo estão apenas em 
seus estágios de formação apesar de este con-
ceito ter sido apresentado pela primeira vez 
em 1954 por tobias dantzig. 

nesse sentido, a partir dos movimentos 
da natureza – como os fenômenos cíclicos, dia, 
noite, fases da lua etc. –, o homem passou a 
observá-los com frequência e a controlá-los de 
alguma forma. ao registrar essas observações 
da natureza, o homem começou a fazer uso 
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dos números. isso lhe permitiu a elaboração 
de uma ação intencional no sentido de favo-
recer sua fixação em determinados lugares. 
Fazer esse controle dava ao homem a possi-
bilidade de se manter e de garantir a sua ali-
mentação por meio do plantio e uso da terra. 
além disso, as espécies de animais domesti-
cáveis poderiam ser controladas e organiza-
das em rebanhos e o homem, ao fixar-se em 
um dado local, pôde abandonar a prática de 
nômade.

o homem organizou-se socialmente em 
comunidades primitivas, e passou a ser o pro-
dutor de seus próprios alimentos. Mesmo não 
abandonando a ideia extrativista, a agricultu-
ra e a pecuária passaram a ser as atividades 
que mais ocupavam o homem; portanto, as 
que mais criavam problemas. e, para superá-
-los, o homem foi criando instrumentos e 
uma complexa rede de ideias. essas passaram 
a fazer parte de sua forma de compreender o 
mundo e sua própria humanidade.
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É como produtor que o homem se 
defronta com a sua primeira necessidade de 
uma matemática: a necessidade do registro 
e do controle do movimento das variações 
quantitativas, ou seja, das quantidades das 
coisas.

4.4 Dos números aos problemas

os números... Já pensou como seria a 
vida sem eles? Poderíamos comer, dormir, vi-
ver sem problema. Mas, já pensou na ordem 
das coisas? na comunicação? na tecnologia? 
os números constituem uma linguagem em 
códigos que facilita nossa comunicação, dan-
do uma ordem universal. apresentamos, no 
item anterior, um pouco da história de nossos 
antepassados e que relação eles tinham com 
os números, visto que os conjuntos numéri-
cos surgiram para facilitar a comunicação en-
tre os povos e para tornar as informações mais 
precisas. a necessidade de o homem contro-
lar a natureza o levou a procurar formas para 
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gerenciar grandes quantidades. e foi, na con-
tagem, que ele encontrou as respostas a suas 
indagações. embora inicialmente não se utili-
zassem os algarismos, esse momento pode ser 
registrado como o início do desenvolvimento 
do conceito de número.

os números têm múltiplos usos na atua-
lidade, pois eles aparecem como sequência 
verbal, como código, na contagem, na medida 
e na ordem. logo, é necessário esclarecermos 
que nem sempre uma criança consegue repe-
tir a sequência verbal, mas é possível afirmar 
que ela compreende o sentido do número. 
Quando uma criança repete o seu endereço 
ou número do seu telefone, ela não tem uma 
compreensão do número, pois memorizou o 
código. a compreensão do significado des-
se número depende de outros fatores. Por 
exemplo, quando uma criança que tem três 
anos separa seus três dedinhos para indi-
car sua idade, ela não está ciente do que isso 
significa, tanto assim que, quando se pede a  
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representação com outros dedos, na maioria 
das vezes, ela não consegue, pois se trata de 
um código que ela memorizou, por isso sua 
representação somente pode ser feita com os 
mesmos dedinhos. a criança domina o siste-
ma de numeração quando ela consegue rela-
cionar a quantidade de objetos com o algaris-
mo cinco, como mostra a figura a seguir:

Figura 4 – representação do numeral cinco 
Fonte: http://www.educarx.com/2013/10/imagens-de-

-numero-0-ao-10-para-colorir.html 

após o surgimento da noção de número, 
foram constituindo-se os diferentes conjuntos  
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numéricos na procura de dar resposta às no-
vas necessidades. Sendo assim, a contagem 
reconhece-se como uma correspondência en-
tre elementos de uma coleção e os números 
naturais. a escola busca organizar e construir 
esses conhecimentos provenientes do nosso 
cotidiano. Quando o professor vai ensinar os 
números naturais, por exemplo, os alunos já 
reconhecem os numerais, já conseguem orga-
nizar coleções de quantidades indicadas, têm 
um conhecimento básico do sistema posicio-
nal (expressado no manejo do dinheiro e usa-
do nas suas brincadeiras).

Você se lembra de como foi que apren-
deu a contar? Provavelmente seus pais lhe 
ensinaram a decorar a sequência numérica, e 
você deve ter repetido para seus avós, tios e 
amigos da família. esse processo foi natural 
já que todos nós incorporamos a contagem 
memorizando. Mas, você cresceu... e foi para 
escola! Seus professores complementaram 
seu aprendizado colocando alguns problemas 
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e pedindo diferentes estratégias de contagem. 
aprendeu a compor e decompor, manipulou 
jogos, resolveu situações-problema, e tudo 
isso ocorreu para que você pudesse com-
preender que, além da contagem, havia a ne-
cessidade de comunicar as quantidades.

Compreendemos o significado do nú-
mero “cinco” quando estabelecemos um sen-
tido de comunicar situações, resolver proble-
mas em que essa quantidade está envolvida. 
Você já pensou em quantos habitantes há na 
sua cidade? o número de habitantes de uma 
cidade é compreendido quando nós estabele-
cemos uma relação entre o algarismo e a sua 
grandeza. a situação a seguir poderá esclare-
cer essa ideia.

Vamos supor que o prefeito da cidade 
Matemalândia, que tem 112.500 habitantes, 
quer convidar todos os habitantes para um 
concerto. o primeiro problema do prefeito é 
em relação ao local a ser usado. em Matema-
lândia, existe um teatro com capacidade para 
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10.000 pessoas. Quantos concertos deverão 
ser programados para garantir que todos as-
sistam ao concerto? respondendo à questão, 
precisamos imaginar quantos concertos serão 
necessários. 

uma primeira ideia seria pensar quan-
tos 10.000 cabem em 112.500. ao responder 
11 vezes, nós temos a operação 11 x 10.000 
= 110.000, porém 2.500 pessoas ficarão sem 
assistir ao concerto. isso quer dizer que nem 
sempre nossa resposta a determinado proble-
ma pressupõe uma operação lógico-matemá-
tica, cuja divisão resultaria em um número 
decimal. a resposta correta seria: necessita-
ríamos de 12 apresentações deste concerto 
para que todos os moradores pudessem ter a 
oportunidade de assistir, pois 12 x 10.000 re-
sultará em 120.000. 

e essa quantidade, embora maior que a 
população da cidade, é necessária para que 
todos assistam ao concerto. 
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depois, poderíamos questionar: quan-
tas mesas foram colocadas no teatro, sabendo 
que cada mesa tem quatro cadeiras? Para re-
solver essa questão, é preciso dividir a quan-
tidade total de lugares do teatro por quatro, e 
assim temos: 10.000 : 4, que resulta em 2.500. 
Portanto, a resposta é 2.500 mesas.

um uso atribuído aos números racio-
nais está em nossa cozinha. nela, temos ou-
tro exemplo que pode nos proporcionar um 
aprendizado em matemática. em uma re-
ceita, precisamos conhecer os números que 
indicam as quantidades para que a receita 
seja um sucesso, pois eles são importantes 
se necessitarmos aumentar ou diminuir as 
quantidades em função das pessoas que vão 
consumir tal produto.

nas receitas, em geral, aparecem os nú-
meros racionais. dentre eles, estão as frações. 
Por exemplo, supondo que a receita utiliza-
da para quatro pessoas precisa de 1/3 de fa-
rinha de trigo, quanto a mais de farinha vou  
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precisar para preparar uma porção para oito 
pessoas? e para seis pessoas?

o intuito de relacionar a Matemática e 
a cozinha é que as diversas receitas utilizam, 
em seus processos, números fracionários, 
como 1/2 (meia) xícara, 1/3 (um terço) do 
copo americano, entre outras medidas. a adi-
ção, a subtração, a multiplicação e a divisão 
são aplicadas nos processos constantemente. 
observe a receita a seguir:

Pão de queijo – 30 porções
1/2 copo de óleo de soja
1 copo de leite
4 ovos
250 g de queijo meia cura
1/2 kg de polvilho doce
1 colher (sobremesa) de sal

Com base na receita apresentada, como 
ficaria se tivéssemos por objetivo obter 15 
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porções. Para cada item, teremos de fazer os 
seguintes cálculos: ½ copo de óleo de soja, ½: 
2 = ¼ (essa é a nova quantidade); 1 copo de 
leite passa a ser 1 : 2 = ½ copo de leite; 4 ovos, 
4 : 2 = 2 ovos; 250 gramas de queijo meia cura, 
seria 250 : 2 = 125 gramas; ½ kg de polvilho 
doce, passaria a ser ½ : 2 = ¼ kg ou 250 g (gra-
mas) – lembre-se de que 1 kg é o mesmo que 
1.000 gramas –; 1 colher (sobremesa) de sal 
seria agora 1 : 2 = ½ colher.

entretanto, se quisermos aumentar para 
60 porções, como ficaria a receita? ela deverá 
ser composta das seguintes quantidades:

1 copo(s) de óleo de soja
2 copos de leite
8 ovos
500 g de queijo meia cura
1 kg de polvilho doce
2 colheres (sobremesa) de sal.
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Problemas semelhantes a esse indicam 
que os cálculos que aprendemos na escola 
utilizando os números racionais podem auxi-
liar-nos em atividades do nosso dia a dia. 

4.5 Brincando com as aplicações dos números

diariamente, nós nos deparamos com 
números! Por onde andamos, temos a im-
pressão de que os números nos acompanham 
sempre! Seja nos ônibus, nos trens, nos su-
permercados, nas lojas, nas ruas etc. onde 
quer que você tenha andado, há números!

Quando entramos em um supermerca-
do, podemos observar uma infinidade de nú-
meros em todas as seções. Vamos, então, pas-
sear pela seção de frutas e verduras. Quantas 
maçãs ou peras são necessárias para formar 
1 kg? Quais os valores para 1,5 kg de maçã, 
e para 1,5 kg de pera? Serão necessárias mais 
maçãs ou mais peras para compor um quilo?
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Figura 5 – Frutas e os preços por quilo 
Fonte: Maçãs: http://www.novaessencia.com.br/ 

essencias-nv/2748-essencia-nv-bergamota-pp-500006.
html; Peras: http://www.treinosacademia.com.br/as- 

4-frutas-que-eliminam-gordura/ 

Quantas comparações podemos fazer, 
e cada uma nos ajuda a entender melhor a 
questão de quantidades. Você poderá com-
provar essas comparações usando uma balan-
ça. em média, o peso de cada tipo de fruta é 
de aproximadamente 200 g; assim, para com-
por 1 kg, é necessário juntar aproximadamen-
te cinco frutas, sejam elas maçãs ou peras. em 
relação ao preço, usando os valores fictícios 
que apresentamos na figura, poderíamos usar 
dois procedimentos diferentes, que resultam 
no mesmo total. um primeiro caminho seria 
pensar: se 1 kg de maçãs custa r$ 3,00, 500g 
(ou seja, meio quilo) custará a metade desse 
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valor, ou seja, r$ 1,50. Somando os dois va-
lores, obtêm-se r$ 4,50. da mesma forma, 
analisamos o valor das peras: a metade de 
r$ 5,00 é r$ 2,50; logo, 1,5 kg será r$ 5,00 
+ r$ 2,50, o que resulta em r$ 7,50. outro 
modo de resolver essa questão é utilizando 
os números decimais. nesse caso, “um qui-
lograma e meio” é representado pelo número 
1,5; portanto basta multiplicar os dois valores:  
1,5 kg x r$ 3,00 = r$ 4,50. esse segundo modo 
é sempre visto por nós nas balanças digitais.

o que pesa mais: Cinco tomates ou nove 
laranjas? nosso senso numérico nos ajuda a 
avaliar, de modo intuitivo, qual das quanti-
dades pesa mais. Poderíamos comprovar essa 
questão usando uma balança, mas não é esse 
o nosso objetivo aqui.
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Figura 6 – laranjas e tomates 
Fonte: laranjas: http://br.freepik.com/fotos-gratis/ 

laranjas_349299.htm; tomates: http://wp.clicrbs.com.
br/betobarreiros/2012/01/27/a-sabedoria-popular-

-nem-sempre-esta-correta/?topo=67,2,18,,,67

o que você analisaria para afirmar que 
um deles pesa mais do que o outro? observe 
que essas figuras podem ter proporções di-
ferentes, e isso nos levaria a pensar que pos-
suem pesos iguais. a esse olhar chamamos 
de “ilusão da unidade”. isso acontece quando 
acreditamos possuir uma unidade que não 
é natural. Por exemplo, quando compramos 
um litro de leite, temos a ilusão de que, na-
quele recipiente, existe exatamente um litro. 
dependendo do controle de qualidade da 
empresa, poderá ter mais ou menos leite. to-
das as unidades artificiais que foram criadas 
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pelo homem geram em nós uma ilusão. essa 
criação foi necessária na medida em que o 
homem precisou controlar volumes, gases, 
massas etc. então, considerando esses frutos 
pertencentes ao tipo comum que é vendido 
nas feiras livres, nove laranjas pesam mais 
que três tomates.

assim, nós podemos ter os números 
como nossos aliados ou como nossos inimi-
gos. aliados quando podemos perceber se 
um produto está, de fato, na promoção, e ini-
migo quando, de alguma forma, somos iludi-
dos a acreditar que a promoção é verdadeira. 
a Fundação ProCon – Programa de Prote-
ção e defesa do Consumidor – esclarece que, 
muitas vezes, a promoção funciona apenas 
como uma “maquiagem” de preços. Muitos 
vendedores inflam o valor inicial dos produ-
tos para depois dar descontos supostamente 
atraentes; entretanto, esse tipo de prática é, na 
verdade, propaganda enganosa.
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esse é outro exemplo típico de como as 
pessoas são enganadas pelos números. Vamos 
supor a seguinte propaganda:

Tabela 1 – Simulação de empréstimo

Faça um empréstimo de R$ 5.000,00 e pague em suaves 
prestações!
Você tem duas situações para escolher. Em 36 ou em 60 
parcelas

Parcelas Valor da parcela

36 r$ 264,43

60 r$ 242,27

Fonte: elaborado pelos autores

olhando os números, você poderia di-
zer: o valor é realmente baixo! eu consigo pa-
gar! essa ilusão acontece com muita frequên-
cia em nossa sociedade. observa-se somente 
o valor da parcela e é ignorado o real valor 
daquilo que realmente está sendo cobrado. 
no caso em que a parcela é de r$ 264,43, sai-
ba que é paga uma taxa de juros de 4% a.m.; 
mas, como o valor dos juros está diluído nas 
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parcelas, o consumidor não percebe que é 
aplicada uma taxa abusiva. Para a segunda 
condição (em 60 meses), a situação é ainda 
pior, pois a taxa é da ordem de 4,5% a.m. 
Para você ter uma ideia, o valor de juros pago 
na situação 1 é r$ 4.519,48, ou seja, quase o 
mesmo valor do empréstimo de r$ 5.000,00.  
na situação 2, em 60 meses, os juros totalizam  
r$ 9.536,20, ou seja, quase duas vezes mais o 
valor emprestado. Sem dúvida, olhar somente 
o valor da parcela é um erro muito comum 
das pessoas.

4.6 A arte também é expressa com números

Passamos pela história, pelo uso dos nú-
meros e das necessidades que o homem teve 
desde sua existência na busca de controlar 
o que estava à sua volta. a arte expressa nas 
construções, nas pinturas e esculturas utili-
zou a Matemática para criar uma junção entre 
a beleza e o rigor. Quando pensamos em arte, 
precisamos entender que existe o exercício 
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da lógica nas resoluções estéticas elencadas 
e aplicadas pelos artistas em suas pesquisas 
visuais. número áureo, simetria, equilíbrio e 
proporção, composições modulares, abstra-
ção geométrica são exemplos da relevância da 
Matemática para as produções artísticas des-
de a renascença até os dias atuais. Podemos 
perceber que, nos templos da grécia antiga, 
na arquitetura renascentista ou na construção 
de Brasília, estão presentes pensamentos de 
homens que construíram complexas estrutu-
ras na busca da estética do raciocínio.

o número de ouro ou número áureo, 
também conhecido como a proporção áurea, 
ou pela letra grega φ (phi), foi pensado na di-
vina proporção e é um número irracional que 
tem infinitas cifras decimais. ele aparece na 
relação entre o grosso dos galhos principais 
de uma árvore e seu tronco, presente também 
na relação entre a altura de uma pessoa e o 
comprimento do umbigo aos pés, e, ainda, na 
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razão entre a altura e a largura dos objetos e 
pessoas que aparecem nas obras de Miguel 
Ângelo e leonardo da Vinci, e até nas estru-
turas formais das sonatas de Mozart. 

este número ganha esse nome de des-
taque por estar presente em diversos lugares 
da natureza, no corpo humano e no universo, 
assim como outros, por exemplo, o π (Pi), es-
tão presentes no mundo por uma razão mate-
mática existente na natureza. essa sequência 
aparece na natureza, no dna, no compor-
tamento da refração da luz, dos átomos, nas 
vibrações sonoras, no crescimento das plan-
tas, nas espirais das galáxias, nos marfins de 
elefantes, nas ondas no oceano, nos furacões 
etc. estes não são, contudo, os únicos cená-
rios onde o número áureo aparece, pois tam-
bém está presente nas pirâmides do egito e 
nas construções gregas como o Partenon.
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Figura 7 – imagens do Partenon, torre eiffel e Monalisa 
Fonte: Paternon: http://roble.pntic.mec.es/~tvirgos/
matematicas/partenon.htm; torre eiffel: http://www.

canstockphoto.es/ilustraci%C3%B3n/tower-eiffel.html; 
Monalisa: http://www.sabercultural.com/template/

obrasCelebres/leonardodaVinciMonalisa.html

o expoente representante do surrealis-
mo é o espanhol Salvador dali, que usou, em 
suas obras, essa relação. em suas obras de arte 
onde aparece o número de ouro, a imagem é 
agradável aos nossos olhos. Você acha linda 
a torre eiffel? Saiba que ela também foi cons-
truída respeitando a proporção áurea.

as faces e os corpos mais harmoniosos 
são os que cumprem com esta razão. Você 
gostaria de saber se suas medidas cumprem 
esse número e revela essa razão? Prepare-se: 
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pegue uma fita métrica e preencha a tabela que 
apresentamos logo a seguir (lembre-se de que 
a unidade a ser considerada é o centímetro):

Tabela 2 – relações entre comprimento, distância e  
medida.

Compri-
mento

Distância Medida

a do umbigo ao pé
B da cabeça ao umbigo
C do umbigo ao joelho
d do joelho ao pé
e do queixo ao umbigo
F da cabeça ao queixo
g da cabeça ao chão (altura)
H do início da testa até o final do queixo
i do início da testa até o início do nariz
J do início do nariz até o final do 

queixo

Fonte: elaborado pelos autores.

apresentaremos uma definição do nú-
mero de ouro que é representado pela letra 
grega  phi e é obtido pela propor-

ção  = 1.61803399...
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Por que o número áureo é tão importan-
te? Seria por que ele representa a perfeição, a 
beleza da natureza? a resposta é simples: por-
que ele aparece em quase todo lugar na natu-
reza e nas coisas que consideramos mais belas. 

Matematicamente, demonstraremos isso 
usando uma forma mais simplificada de se 
chegar ao número de ouro; portanto, vamos 
utilizar o processo a seguir.

Considere o segmento de reta, cujas 
duas extremidades se denominarão de a e C, 
e coloque um ponto B entre a e C (nesse caso, 
o ponto B estará mais perto de a), de maneira 
que a razão do segmento de reta menor (aB) 
para o maior (BC) seja igual à razão do maior 
segmento (BC) para o segmento todo (aC):

 

   

A  B                         C 

 

a razão entre os comprimentos destes 
segmentos designa-se habitualmente por se-
ção áurea. 
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logo:  

(aB) / (BC) = (BC) / (aC)

Pode-se, então, definir o número de 
ouro se fizer: 

aB = y; BC = x ;   aC = x + y

o número de ouro vai ser a razão entre 
x e y: 

y / x = x / ( x + y )

Se ainda substituir y por 1, o resultado 
será: 

1 / x = x / ( x + 1 )

Multiplicando ambos os lados por  
x . ( x + 1 ), obtém-se: 

x² - x - 1 = 0

resolvendo a equação quadrática, são 
encontradas as seguintes soluções:
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x1 = ( 1 +  ) / 2   e   x2 = ( 1 -  ) / 2

não se irá considerar o segundo valor 
(x2), considerando que o comprimento de um 
polígono nunca poderá ser negativo. dessa 
forma, chega-se ao que se pretende, isto é, ao 
tão esperado número de ouro: 

Ф (Phi): Ф = ( 1 +  ) / 2
Ф = 1,6180339...

agora use suas medidas anotadas na pá-
gina anterior, e calcule as seguintes razões:

Tabela 3 – anotações das razões entre as medidas

Fonte: elaborado pelos autores.
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Calculado o valor de cada razão, visto 
que, para isso, basta você dividir o valor do 
numerador da fração pelo seu denominador, 
observe os resultados obtidos nessa divisão. 
Quão perto estão eles do número de ouro? 
lembre-se de que o número 1,6180339... Que 
possui infinitas casas decimais é conhecido 
como número de ouro.

na reprodução dos coelhos e na árvore 
genealógica das abelhas, também achamos a 
sucessão de Fibonacci, e esta tem estreita rela-
ção com o número áureo. além disso, quando 
tomamos cada uma das duplas de números 
consecutivos, sempre é possível achar a razão 
entre eles, denominado número de ouro.

o matemático italiano leonardo de Pisa 
nasceu na itália por volta de 1175, e ficou co-
nhecido como Fibonacci (filho de Bonaccio). 
a partir da publicação do livro liber abacci 
(livro do ábaco), em 1202, Fibonacci tornou-
-se famoso, principalmente devido aos inú-
meros temas desenvolvidos nesse trabalho, 
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visto que foram abordados estudos sobre o 
clássico problema envolvendo populações de 
coelhos, considerado a base para o estabele-
cimento da célebre sequência (números) de 
Fibonacci.

a teoria presente no livro liber abacci 
é ilustrada com vários problemas. um deles 
é o problema dos pares de coelhos, que diz: 
Quantos pares de coelhos podem ser gerados 
de um par de coelhos em um ano? um ho-
mem tem um par de coelhos em um ambiente 
inteiramente fechado. desejamos saber quan-
tos pares de coelhos podem ser gerados deste 
par em um ano, se de um modo natural a cada 
mês ocorre a produção de um par e um par 
começa a produzir coelhos quando completa 
dois meses de vida. Como o par adulto pro-
duz um par novo a cada 30 dias, no início do 
segundo mês, existirão dois pares de coelhos, 
sendo um par de adultos e outro de coelhos 
jovens, assim, no início do mês 1, existirão 
2 pares: 1 par adulto + 1 par recém-nascido.  
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e tal processo continua nos diversos meses 
até completar um ano. observa-se essa for-
mação no gráfico com círculos. também se 
pode perceber que a sequência numérica, co-
nhecida como a sequência de Fibonacci, in-
dica o número de pares ao final de cada mês:  
{1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34...}.

Pode-se verificar que a razão entre os 
termos dessa sequência convergirá para o 
número de ouro. além do número de ouro, 
existem infinitos outros números irracio-
nais. o número pi (π) é outro exemplo de 
irracional. ele consegue definir a relação entre 
a longitude da circunferência e seu diâmetro, 
sem importar o tamanho da circunferência. 
Para compreender o valor do π, vamos agora 
calcular esse número.

observe a seguinte circunferência:

 

 
 

 



187

Até onde vão os números? Por que eles existem?

a circunferência é o comprimento ao 
redor de toda a borda do objeto. Por ser re-
donda, pode ser difícil medi-la (por isso que 
o pi é tão importante). estenda um barbante 
o mais próximo possível do círculo; marque o 
ponto em que ele dá uma volta completa; em 
seguida, meça seu comprimento usando uma 
régua. Meça o diâmetro da circunferência.  
o diâmetro d é a medida de um lado do círcu-
lo até o outro, passando pelo centro da circun-
ferência. a circunferência de um círculo é en-
contrada pela fórmula C = π.d = 2.π.r. Sendo 
assim, pi é igual à circunferência dividida pelo 
diâmetro. digite os números na calculadora: 
o resultado deve ser aproximadamente 3,14.  
e essa relação sempre será 3,1416...

outro número irracional é o número e, 
ou número de euler, muito importante não 
só na Matemática, mas também na economia, 
além de ser a base dos logaritmos naturais. de 
acordo com o professor nilson José Machado 
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(1990), a grande maioria dos números reais 
é do tipo irracional. dentre os infinitos nú-
meros irracionais, o número Pi (π) e o núme-
ro de euler (e) são duas constantes de grande 
importância em diversas áreas científicas e, 
também, na própria Matemática. o número 
de euler como um número irracional é apro-
ximadamente 2,718281...

Historicamente, os babilônios haviam 
aproximado o valor do número de euler, em 
cálculos financeiros, mas não há indícios da 
compreensão deste fato, pelo caráter empíri-
co da Matemática desse povo. um tablete de 
argila dos antigos babilônios, datado de cerca 
de 1.700 a.C., propõe um problema envol-
vendo uma questão de investimento: “Quan-
to tempo levará para uma soma de dinheiro 
dobrar se for investida a uma taxa de 20% de 
juros compostos anualmente?”. em lingua-
gem matemática atual, ao final de cada ano, 
o capital inicial deverá ser multiplicado por 
um fator 1,2. assim, em t anos, o capital será 
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crescido de um fator 1,2x. Como o problema 
solicita em quanto tempo o capital dobra, 
isso significa resolver a equação exponencial 
1,2x = 2. a resposta para essa questão recai 
em um número irracional. na época dos anti-
gos babilônios, tal problema foi resolvido por 
aproximação. a aproximação de um número 
irracional para um número racional.

assim, o número e pode ser compreen-
dido pelos alunos do ensino Médio usan-
do a fórmula binomial de newton, em que  
n = {1, 2, 3, 4...}:

      
 
      

         
 
                  

     
   

 
               

 

os Parâmetros Curriculares nacionais 
(PCns) afirmam que tanto a Ciência como a 
arte respondem a essa necessidade de busca  
de significações na construção de objetos de 
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conhecimento, os quais, juntamente com rela-
ções sociais, políticas e econômicas, sistemas 
filosóficos, éticos e estéticos, formam o con-
junto de manifestações simbólicas das cultu-
ras. Ciência e arte são, assim, produtos que 
expressam as experiências e representações 
imaginárias das distintas culturas, e estas se 
renovam através dos tempos, construindo o 
percurso da história humana (BraSil, 1998). 

arte e Matemática podem encontrar seu 
sentido, seu significado, seu potencial, quando, 
no ensino de Matemática, a relação entre esses 
dois campos pode ser considerada. Seja cons-
truindo uma atividade que envolva arte, ou 
usando uma obra de arte em ambiente de ensi-
no, emerge uma contribuição interessante aos 
estudantes quando constroem conhecimentos 
matemáticos, geométricos, refletem sobre um 
artista e sua obra de arte, recriam e criam seus 
novos modelos e trabalhos no tempo e no es-
paço ao qual estão inseridos.
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4.7 Um problema que envolve números primos:  
 O Crivo de Eratóstenes

eratóstenes nasceu na grécia no ano 
230 a.C. Foi bibliotecário da Biblioteca de 
alexandria no egito, e criou um método sim-
ples e prático para achar os números primos. 
números primos referem-se ao conjunto dos 
números naturais maiores que 1, que tem so-
mente dois divisores: o 1 e ele mesmo. Vamos 
ver em que consiste o método proposto por 
eratóstenes?

Primeiramente, precisamos desenhar 
uma tabela de 10 x 10 e escrever os números 
de 1 a 100, como apresentamos na tabela a se-
guir. em seguida, faremos um “x” no número 
1, porque ele não pertence ao nosso conjunto; 
depois, circularemos o 2, e, finalmente, escre-
veremos um “x” em todos os múltiplos do nú-
mero dois. Circularemos o 3, e realizaremos 
igual procedimento, fazendo um “x” em to-
dos seus múltiplos. e esse procedimento irá 
se repetir, seguindo a ordem dos números da 
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tabela até chegar ao último número da lista. 
os números que foram apenas circulados, ou 
seja, sem o “x”, são os números primos meno-
res que 100.

Tabela 4 – números de 1 a 100.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

41 42 43 44 45 46 47 48 49 50

51 52 53 54 55 56 57 58 59 60

61 62 63 64 65 66 67 68 69 70

71 72 73 74 75 76 77 78 79 80

81 82 83 84 85 86 87 88 89 90

91 92 93 94 95 96 97 98 99 100

Fonte: elaborado pelos autores.

Vamos refletir: o que aconteceria se o 
número 1 fosse primo? uma das consequên-
cias seria a impossibilidade da decomposição 
em fatores primos, porque sendo 1 unidade 
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e, em Z, elemento neutro da multiplicação, 
poderíamos colocar quantos 1’s quiséssemos, 
modificando a decomposição. 

Você também pode identificar os nú-
meros primos gêmeos, aquelas duplas de nú-
meros primos que têm uma distância de duas 
unidades, como o 3 e o 5, por exemplo. Você 
sabia da existência desses números? tam-
bém é possível realizar esse crivo, e constatar 
a Conjectura de goldbach, a qual determi-
na que “todo número par maior que 2 pode 
ser expresso como a adição de dois números 
primos”. Você pode testar! uma conjectura 
matemática é uma proposição que muitos 
matemáticos acham que deve ser verdadeira; 
porém, ainda não conseguiram prová-la. 

número primo é um número maior 
que 1, que somente é divisível por 1 e por ele 
mesmo. São primos os números 3, 5, 7, 11... 
o 6 não é primo, pois é divisível por 3 e por 
2. a famosa Conjectura de goldbach revela 
que todo número par maior que 3 é igual à 
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soma de dois números primos. Por exemplo, 
6 é igual a 3 + 3, 8 é igual a 3 + 5, 20 é igual a 7 
+ 13. Você pode ir verificando essa conjectura 
para cada um dos números pares, um a um. 
os matemáticos já verificaram para milhares 
deles; no entanto, para que a conjectura vire 
um teorema, é preciso que alguém encontre 
uma prova que assegure que qualquer um dos 
infinitos números pares pode ser escrito como 
soma de dois primos. a proposição é muito 
simples; mas, até hoje, ninguém conseguiu 
demonstrá-la.

no exemplo aqui utilizado com os núme-
ros de 1 a 100, conseguimos aplicar o crivo e ob-
servar quais são os números primos. na teoria, 
pode ser feito para todos os números primos; 
porém, o inconveniente é que, quanto maior for 
o número primo, mais difícil será a aplicação 
desse crivo de erastóstenes, pois o esforço alia-
do ao tempo gasto começará a aumentar.

as expressões “números triangula-
res” e “números quadrados” não são apenas 
metáforas, efetivamente para os olhos dos  
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Pitagóricos, pois eles são de fato triângulos e 
quadrados. Como os números poligonais fo-
ram descobertos pelos Pitagóricos no século 
Vi a.C., um fato que ajuda no entendimento 
desse olhar é que, nesse tempo, os números 
eram representados com sementes sobre uma 
superfície. esses números ligam a geometria 
com a aritmética.

os números poligonais exerceram sem-
pre uma grande fascinação nos matemáticos, 
mas foi Cauchy quem estudou o problema 
da decomposição dos números inteiros em 
números poligonais. ele demonstrou como 
qualquer número pode ser representado 
como a soma de três números triangulares, 
quatro números quadrados, cinco pentago-
nais e assim sucessivamente.

Vamos ver em que consistem esses nú-
meros, observando os seguintes arranjos? 
note que, no caso dos números triangulares, 
temos:
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Figura 8 – números triangulares 
Fonte: http://www.iesarroyodelamiel.es/matematicas/

materiales/4eso/algebra/patrones/patrones.htm

Como ficaria o quinto arranjo? Quantas 
bolinhas são necessárias para formar o t5? 

agora, preencha a tabela a seguir e en-
contre uma expressão geral para obter qual-
quer número triangular:

Tabela 5 – números triangulares

n 1 2 3 4 5 … n

T 1 3 6 tn?=

Fonte: elaborado pelos autores.

t(1) = 1
t(2) = t(1) + 2 = 3
t(3) = t(2) + 3 = 6
t(4) = t(3) + 4 = 10 
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do mesmo modo, você perceberá que 
é possível ir construindo essa relação, a fim 
de obter os resultados. assim, apresenta-
mos a Fórmula recursiva para os números 
triangulares:

t(1) = 1
t(n+1) = t(n) + (n+1)
t(n) = n.(n+1)/2 
(Fórmula Fechada para o cálculo do número 
triangular de ordem n)

uma das anotações de gauss em seu 
diário fala da alegria dele ao encontrar uma 
demonstração para o caso particular dos nú-
meros triangulares: “todo número inteiro é o 
resultado da soma de três números triangula-
res”. Por exemplo, o 36=15+15+6, em que o 15 
e o 6 são números triangulares.
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Figura 9 – números quadrados 
Fonte: http://www.iesarroyodelamiel.es/matematicas/

materiales/4eso/algebra/patrones/patrones.htm 

Quantas bolinhas terá o C4? Preencha a 
tabela a seguir, e encontre uma lei de formação:

Tabela 6 – números quadrados

n 1 2 3 4 5 … n

C 1 4 Cn?

Fonte: elaborado pelos autores.

“a soma de dois números triangulares é 
um número quadrado”. Verifique essa afirma-
ção de maneira algorítmica e geométrica.

Qual o nome destes números? Que 
nome você daria para eles? tente preencher a 
tabela e encontrar a fórmula para achar qual-
quer um.
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Figura 10 – números pentagonais 
Fonte: https://www.google.com.br/search?q=balde&bi
w=1920&bih=955&source=lnms&tbm=isch&sa=X&ve
d=0ahuKewjy8qelo8XoahXlg5aKHZShBqgQ_aui

BigB#tbm=isch&q=numeros+pentagonais

Tabela 7 – números pentagonais

N 1 2 3 4 5 n

P 1 Pn?

Fonte: elaborado pelos autores.

Para finalizar, vamos verificar a afirma-
ção de Cauchy, sobre a qual comentamos no 
início da nossa fala sobre os números poligo-
nais, testando com os seguintes números:
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Tabela 8 – Soma dos números

Soma dos  
números  

triangulares

Soma dos  
números  

quadrados

Soma dos 
números 

pentagonais

40

99
75

Fonte: elaborado pelos autores

4.8 Finalizando...

Matemática significa, em grego, saber 
pensar. ora, é o pensar que nos torna hu-
manos. Segundo lima (1994), o primeiro e 
principal objetivo da matemática é o de hu-
manizar. o homem criou a Matemática para 
resolver os vários problemas colocados pela 
sobrevivência imposta no seu dia a dia, na 
alimentação, na vida em grupo e nas cons-
truções em seu habitat. Com ela e as outras 
linguagens, contudo, o homem criou o pensar 
e a sua racionalidade; recriou-se, assim, en-
quanto animal racional, elevando o animal à 
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razão. o homem criou a Matemática, e a Ma-
temática criou o homem. Com ela, o homem 
resolve os grandes e pequenos problemas co-
locados em sua vida, no seu cotidiano. 

Vimos, anteriormente, como a nossa ci-
vilização – desde os seus primórdios, com o 
surgimento das primeiras formações sociais, 
como a egípcia, babilônica, persa, chinesa, 
hindu etc.– desenvolveu-se com base no uso, 
cada vez mais intenso e extenso, da máqui-
na humana. em nosso século, essa redução 
do trabalho humano ao seu aspecto mecâni-
co e repetitivo atingiu o seu ponto máximo. 
Chegou-se, assim, ao extremo de que, em 
todas as partes do planeta, a todo segundo, 
a maioria dos homens e mulheres passaram 
a viver condições de vida que atuam no sen-
tido de transformá-los em máquinas produ-
tivas. também a educação, a mais humana 
das atividades sociais, devido exatamente a 
referida condição, sofreu uma brutal reversão 
de sua dinâmica e de seus fins. de atividade  
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libertadora do homem, a educação transfor-
mou-se em escravizadora, por buscar formar 
a máquina humana em vez do homem senhor 
do seu destino (liMa, 1994).

a evolução e a criação dos números 
desde a antiguidade até os dias atuais per-
mitiram um progresso espantoso em vários 
campos da Matemática como a aritmética, a 
geometria, a trigonometria e a astronomia. 
nosso cotidiano está repleto de números, e 
são eles, como vimos neste capítulo, que pro-
piciam as interações com nossos semelhantes 
e com o mundo.

Figura 11 – diagrama dos conjuntos numéricos 
Fonte: elaborado pelos autores.
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dessa forma, passamos a compreen-
der melhor que o conjunto dos números reais 
aprendido na escola é formado pela união 
dos números racionais com os irracionais.  
o esquema anterior nos mostra como a Mate-
mática organizou os conjuntos numéricos, di-
ferentemente do que a história nos apresenta. 
esse modo é para facilitar a nossa compreen-
são de que um subconjunto está inserido em 
outro compondo um conjunto maior, chama-
do de conjunto dos números reais. além des-
se, temos outros conjuntos que ampliam nosso 
horizonte, os chamados números complexos, 
transcendentes, entre outros.
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Física para todos: alunos cegos  
também tem o direito de aprender!

Maria inês ribas rodrigues1

ricardo Silva Salmazo2

robson rodrigues de almeida3

existe algo de intrigante quando nos 
deparamos com uma situação-problema que 
desperta nosso interesse. Parece que faz parte 
da natureza humana a busca por soluções, in-
dividualmente ou, ainda, quando estamos em 

1 Professora doutora do Programa de Pós-graduação 
em ensino, História e Filosofia das Ciências e Matemá-
tica da uFaBC.
2 Mestre em ensino, História e Filosofia das Ciências e 
Matemática da uFaBC.
3 Mestrando do Programa de Pós-graduação em ensi-
no, História e Filosofia das Ciências e Matemática da 
uFaBC.

5C a p í t u l o
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equipe. nesse caso, procuramos colaborar, tro-
cando experiências e argumentando sobre os 
diferentes pontos de vista. e deve ter sido assim 
desde a época das cavernas, quando o trabalho 
que integrava os indivíduos era o que poupava 
maior energia em prol do bem comum.

É fantástico quando, em meio às infor-
mações de que dispomos e de um enigma a 
ser solucionado, encontramos uma ordena-
ção para um resultado!

um jogador de videogame faz isso mui-
to bem, cada vez mais motivado, não des-
cansando enquanto não solucionar a questão 
apresentada pelo jogo virtual. e, ao nos de-
pararmos com um problema, um enigma que 
nos intriga, logo tentamos recorrer à nossa 
memória para transpor alguma familiaridade 
e encontrar uma possível solução.

agora examine as frases a seguir, que 
envolvem fenômenos físicos:

“Olhar para o céu noturno é o mesmo 
que assistir a um filme antigo, onde os 
atores já não estão mais vivos”.
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“A luz do Sol demora oito minutos para 
atingir nossos olhos”.

“O Arco-íris tem sete cores que fazem par-
te do espectro eletromagnético visível”.

“Aproxime a bússola de um fio percor-
rido por corrente elétrica e observe o 
ponteiro”.

“Observe como o móvel desce mais de-
vagar, mostrando a influência da força 
de atrito no movimento”.

“A luz ao passar pelas duas fendas pro-
jeta essas faixas brilhantes alternadas 
com escuras, como vocês podem ver 
neste anteparo” (informações verbais) 4;

as frases anteriores foram proferidas 
por professores de Física, em meio às suas 
aulas em uma escola regular de ensino Mé-
dio. Cada uma delas envolve conceitos que  

4 Frases proferidas pelo professor de física durante suas 
aulas.
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costumam atrair a atenção dos alunos. e, 
muitas vezes, fizeram parte de aulas práti-
cas, enquanto os alunos realizavam um ex-
perimento. nada teriam de mais se, entre os 
alunos, não estivessem presentes pessoas com 
deficiência visual.

neste capítulo, trataremos sobre dois 
aspectos que se interligam: resolução de pro-
blemas e deficiência visual. discutiremos 
propostas para todos os alunos de forma 
igualitária, sejam estes videntes5 ou deficien-
tes visuais, a fim de mostrar que a integração 
social é uma das saídas para melhorar o en-
sino dos deficientes visuais6; “afinal, ciências 
não é só para os videntes!”

na segunda parte, apresentaremos uma 
proposta, que envolve a Problem Based Lear-

5 Pessoas que possuem a capacidade de enxergar por 
meio dos órgãos visuais.
6 essa pesquisa, já finalizada, acompanhou como se 
desenvolvia o ensino de Física para estudantes cegos 
sem uma escola da região de Santo andré/SP.
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ning (PBl), implementada no final dos cur-
sos do ensino Médio (eM), na forma de pro-
postas de trabalho de Conclusão de Curso 
(tCCs), como uma estratégia investigativa 
de ensino que integra os alunos e promove o 
aprendizado7 a todos e de forma igualitária. 

então, vamos à primeira parte!

5.1 Como motivar alunos cegos a aprenderem  
 ciências – o caso da Física

nessa parte do nosso capítulo, propo-
mos a uma reflexão acerca do ensino para de-
ficientes visuais.

Se você está sendo capaz de ler esse tex-
to, é com você mesmo que pretendemos con-
versar. todavia, muitos não poderão estabele-
cer uma comunicação conosco, através dele, 
por não poderem enxergar ou perceber as 
letras que aqui escrevemos. e isso é algo sério!

7 a proposta refere-se a uma pesquisa de ensino de 
física, que atualmente está sendo desenvolvida em nosso 
Programa de Pós-graduação em ensino e História das 
Ciências e Matemática.
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Para garantir a escolarização brasileira, 
existem leis e documentos públicos que são a 
base de uma educação de qualidade a todos, 
buscando sempre o desenvolvimento huma-
no e social das crianças e dos jovens, que pos-
suem isso como direito. Porém, acreditamos 
que nem todos têm esses direitos garantidos, 
pois as práticas pedagógicas de ensino-apren-
dizagem, principalmente nas escolas regula-
res, com estudantes que necessitam de edu-
cação especial ainda são inadequadas, como 
discutiremos a seguir.

Figura 1 – Compartilhando Saberes 
Fonte: Compartilhando Saberes (2015).
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a educação especial é uma modalidade 
de educação escolar, oferecida preferencial-
mente na rede regular de ensino, para edu-
candos com necessidades especiais. Sendo 
assim, o ensino de alunos com deficiência Vi-
sual (dV) se enquadra na educação especial. 

as pessoas com deficiência visual po-
dem se dividir em dois grupos: indivíduos ce-
gos, que são aqueles que perdem totalmente 
a visão (incluindo a perda da percepção lu-
minosa); indivíduos com baixa visão, os quais 
possuem parcialmente a visão e necessitam 
de instrumentos ópticos para enxergar.

os indivíduos cegos podem ter ad-
quirido a cegueira de forma congênita – ou 
seja, desde o nascimento – ou, ainda, duran-
te a vida; mas, em ambos os casos, os indi-
víduos exploram os sentidos remanescentes, 
olfato, tato, paladar e audição, para poderem 
comunicar-se, interpretar e assimilar infor-
mações. Portanto, é de grande importância a 
adaptação de materiais e que haja professores  
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qualificados para ensinar tais alunos, de for-
ma que estes compreendam os fenômenos 
e ampliem seu conhecimento, assim como 
ocorre com os demais estudantes.

Segundo as leis brasileiras, (BraSil, 
Ministério da educação e Cultura 1996 e 
2007) a educação inclusiva deve ser oferecida 
preferencialmente nas escolas regulares, que 
devem promover uma formação voltada ao 
cotidiano dos alunos, com visão de mundo 
e com compreensão da dinâmica do univer-
so, para todos. Mediante essa garantia, esse 
tipo de educação tem por objetivo aumentar 
a participação de todos os alunos no ambien-
te escolar, proporcionando-lhes uma maior 
igualdade de possibilidades e de direitos. 

a educação inclusiva apoia os deficientes, 
de forma a garantir o acesso de todos os alunos 
a um sistema educacional de qualidade; con-
sequentemente, visa a dar o apoio educacional 
necessário para a participação desses alunos 
nos processos educativos de aprendizagem. 
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no entanto, para que todos os alunos 
cegos tenham garantido o seu acesso pleno à 
educação, o processo da inclusão deve ser pra-
ticado com o objetivo de lhes proporcionar a 
realização dos seus objetivos, especialmente 
para que o ensino seja livre de projeções inal-
cançáveis. dessa forma, será permitido que o 
aluno desenvolva sua criatividade sem a in-
tenção de “aprender para ter uma função”, e 
sim pelo simples fato de que “aprender é algo 
agradável e prazeroso”.

É importante ressaltarmos que a edu-
cação inclusiva tem como foco o indivíduo e 
o desenvolvimento pleno das suas potencia-
lidades humanas. ela objetiva a melhoria da 
qualidade de vida e do conhecimento do alu-
no, promove a participação plena em socieda-
de e volta-se à superação de suas necessidades 
especiais. o desejo é de acesso irrestrito, para 
que o aluno possa participar dos processos 
educacionais perante a sua capacidade de 
aprender e não apenas como um ambiente 
para se frequentar.



Matemática e Física • Nos caminhos das Ciências

214

Figura 2 – Braile 
Fonte: acre (2015).

Mesmo existindo as leis que regem o 
ensino inclusivo, não se tem conhecimen-
to acerca de muitas práticas pedagógicas de 
ensino-aprendizagem com estudantes que 
possuam alguma deficiência visual. observa-
-se um problema entre o que foi proclamado, 
ou seja, a transformação da sociedade, para a 
ampliação e participação de todos os estudan-
tes nos estabelecimentos de ensino regular e 
as práticas desenvolvidas nas escolas. Como 
podemos perceber, em muitos casos, em nos-
sas escolas os estudantes com necessidades 
especiais foram simplesmente incluídos em 
classes regulares sem nenhuma adaptação.
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um problema ainda mais preocupante 
é a falta de práticas pedagógicas inclusivas, 
cujos principais responsáveis são: falta de ma-
terial adequado e adaptado; falta de ambien-
tes com professores especializados e, tam-
bém, pelo despreparo dos professores, em sua 
formação inicial, para trabalhar com esses es-
tudantes. esse aspecto é identificado como o 
principal empecilho para a evolução dos dV; 
por consequência, torna-se um obstáculo às 
práticas inclusivas de ensino e aprendizagem 
que envolvam a socialização dessas pessoas e 
os demais alunos.

Mais especificamente, os professores 
ainda não recebem uma formação adequada 
para ensinar os alunos com necessidades es-
peciais; e, evidentemente, saem da graduação 
sem saber trabalhar com alunos cegos. ade-
mais, a maioria desses profissionais em exer-
cício não possui formação específica na área 
da educação inclusiva. então, para promo-
ver melhorias na sua didática, os professores  
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deveriam utilizar métodos, instrumentos de 
ensino e de avaliação adequados à realidade 
dos alunos com dV, para que, assim, estes pu-
dessem atingir melhores condições de vida. 

Como você deve imaginar, a capacidade 
de aprendizagem dos estudantes cegos é igual 
à dos estudantes videntes. entretanto, os defi-
cientes visuais necessitam superar as barrei-
ras da deficiência com abordagens especiais 
para conseguirem alcançar os objetivos da 
aprendizagem, tendo acesso, por exemplo, a:

i.  recursos adequados à falta de visão, 
ou seja, material adaptado;

ii.  professores preparados para lidar com 
a situação – com competências e habi-
lidades para desenvolver estratégias e 
metodologias de ensino adequados.

Para que os profissionais da educação 
desenvolvam essas habilidades mencionadas 
e aprimorem possíveis carências da formação 
inicial, é necessário que participem de cursos 
de formação continuada. além disso, para 
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cada uma das disciplinas curriculares (Física, 
Química, Biologia etc.), existem especifici-
dades distintas, as quais devem ser tratadas e 
desenvolvidas nesse processo.

no entanto, estudos indicam que o en-
sino de Física para pessoas com necessidades 
especiais ainda é incipiente e pouco explorado.

enquanto isso, em uma sala de aula de Fí-
sica de uma escola regular um aluno pergunta 
ao professor, de forma intrigada: “ – Professora, 
viu que entrou um aluno cego em nossa turma? 
Como vai ensinar óptica pra ele?”.

Por trás da dúvida do aluno, encontra-se 
uma enorme perspectiva de reflexão. real-
mente surge um desafio ao professor sem for-
mação apropriada. 

de nada adiantaria, nessa sala de aula, 
utilizar a seguinte frase, muitas vezes escrita no 
quadro negro: “O Arco–íris tem sete cores, que 
fazem parte do espectro eletromagnético visível”. 

Frente a essa frase, proferida pelo pro-
fessor ao mesmo tempo em que apresenta o 
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quadro das ondas eletromagnéticas, como 
poderia o aluno com dV compreender e 
construir algum conhecimento?

Figura 3 – espectro  
Fonte: (CarValHo, 2016)

na medida em que o professor capacita-se 
para desenvolver ações e experiências peda-
gógicas em prol do ensino inclusivo, estará, 
também, possibilitando o desenvolvimento 
da autonomia dos alunos com dV. então, se 
os alunos videntes podem ter dificuldades 
em aprender determinados conceitos físicos, 
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como seria para os deficientes visuais, sem ao 
menos um material adaptado?

no entanto, para desenvolver essa ideia, 
é necessário conhecer sobre a acessibilidade. 
os recursos de acessibilidade favoreceram a 
aprendizagem de alunos com necessidades 
especiais, pois ajudam a eliminar algumas 
barreiras que dificultam a aprendizagem des-
ses alunos com deficiência visual, barreiras 
essas que são externas a suas deficiências (má 
formação do professor e falta de materiais 
adaptados).

Portanto, o conhecimento de recursos 
inclusivos e de práticas que valorizem as in-
dividualidades de cada aluno colabora com a 
acessibilidade e aprendizagem de todos.

Mas o que significa acessibilidade?
ela é definida, pela associação Brasileira 

de normas técnicas nBr 950, como:

[...] a condição para utilização com 
segurança e autonomia, total ou assis-
tida, dos espaços mobiliários e equipa-
mentos urbanos, das edificações, dos 
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serviços de transporte e dos disposi-
tivos, sistemas e meios de comunica-
ção e informação por uma pessoa com 
deficiência ou com mobilidade reduzi-
da.(2004)

Figura 4 – adaptação de piso para deficientes visuais 
Fonte: (Haga, 2016)

a figura a seguir apresenta um mate-
rial desenvolvido para o ensino de óptica que 
incluiria os alunos deficientes visuais, com a 
possibilidade da construção do conhecimen-
to acerca de fenômenos ópticos que envolvem 
as lentes convergentes e divergentes.
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Figura 5 – tipos de lentes 
Fonte: (Moreno, 2013).

Segundo ana Carolina Moreno (2013), 
a coleta de dados da pesquisa do professor foi 
feita durante um ano, contando com a parti-
cipação de estudantes de licenciatura e alunos 
videntes e cegos.

Veja que, na figura a seguir, surge uma 
proposta para o ensino da difração da luz por 
um prisma. Barbantes de espessuras distintas 
representam cada uma das frequências que 
constituem a luz branca (começando pela cor 
vermelha, logo acima, a qual é seguida pelas 
demais – laranja, amarela etc.).
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Figura 6 – decomposição da luz em 3d 
Fonte: (Moreno, 2013).

“Com pedaços de plástico e diferentes 
tipos de barbante, é possível criar modelos 
táteis para ensinar conceitos de óptica, ex-
plicou o professor eder Camargo, da unesp”  
(Moreno, 2013, [s. p.]). 

todavia, ao construir esses materiais, é 
preciso existir certa vigilância didática, pois 
alguns aspectos podem passar despercebidos 
e, ainda, tornarem-se um obstáculo para que o 
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aluno com dV não compreenda os fenômenos 
e, devido a isso, não desenvolva sua autonomia.

Para citar um exemplo, durante uma ofi-
cina para formação de professores no ensino 
inclusivo da nossa universidade (SalMaZo; 
rodrigueS, 2013)8, um dos participantes 
desenvolveu o gráfico a seguir, procurando 
solucionar um problema envolvendo Mo-
vimento retilíneo uniformemente Variado 
(MruV). tratava-se de uma proposta de 
criação, com materiais adaptados, por meio 
da qual é possível, pelo tato, sentir: os eixos, 
as diferentes velocidades, o eixo (y) e as diver-
sas unidades de tempo (x) etc.

8 trabalho apresentado no XXXi encontro de Físicos 
do norte e nordeste, em Campina grande, no ano 
de 2013, intitulado “ampliando os conhecimentos de 
futuros professores no ensino de Física para cegos”.
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Figura 7 – MruV em relevo  
Fonte: (SalMaZo & rodrigueS, 2013).

Você conseguiria identificar alguns obs-
táculos na apresentação desse gráfico (Figura 
7) que impediriam que o aluno com dV, uti-
lizando o tato, encontrasse qual é o eixo do 
tempo? e o da velocidade?

repare que a palavra “velocidade” foi es-
crita a lápis, o mesmo para “tempo”. assim, 
concluímos que o aluno não conseguirá, por 
si só, saber quais dos eixos corresponderia à 
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velocidade e ao tempo. da mesma forma, não 
existe uma linha em alto relevo, que acompa-
nhe a linha do gráfico até o valor correspon-
dente da “velocidade” e do “tempo” nos res-
pectivos eixos. isso comprometeria, por parte 
do aluno com dV, a compreensão do gráfico 
de forma autônoma.

Verificamos, então, que é necessário de-
senvolver materiais potentes, que realmente 
auxiliem os alunos com dV a compreende-
rem os conceitos físicos. Podemos imaginar 
que de nada adiantará ao professor desenhar 
no quadro, com giz, em uma sala onde exis-
tam alunos com dV, esse gráfico (Figura 7), 
e dizer aos alunos: “– Observem a resolução 
do problema!”.

Por outro lado, todos os alunos podem 
ter dificuldades em aprender determinados 
conceitos de Física, por não conseguirem re-
lacionar o conceito aprendido com aconteci-
mentos do dia a dia, assim não conseguem 
interpretar o conceito como parte de um  
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fenômeno físico. em alunos deficientes vi-
suais essa adversidade pode ser ainda mais 
grave, pela impossibilidade de identificação 
com clareza de alguns fenômenos físicos.  
ou seja, devido a suas limitações, os cegos 
podem não possuir conhecimento acerca do 
fenômeno físico, como o entendimento de 
cores etc. afinal, conforme disse rubem al-
ves (1985, p. 29): “Só nos entregamos a proble-
mas que julgamos poder resolver com recursos 
de que dispomos”.

então, como esperar que um aluno com 
dV se entregue à resolução de um problema 
sem materiais adaptados?

os professores possuem a obrigação de 
alterarem suas práticas pedagógicas para ob-
ter uma equiparação de oportunidade entre 
os alunos. assim, a elaboração de atividades 
potentes que incluam alunos cegos e videntes 
na mesma aula possibilita o pensamento in-
clusivo para todos.
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uma maneira de realizar a inclusão é o 
professor assumir o papel de mediador das 
atividades de aprendizagem, pois interli-
ga os conceitos a serem aprendidos com as 
necessidades dos alunos. logo, o “professor 
mediador” prepara um ambiente de aprendi-
zagem para todos os alunos, e colabora para 
a equiparação de oportunidades entre viden-
tes e cegos. 

dessa maneira, percebemos que a 
igualdade de oportunidades entre os alunos 
videntes e cegos está interligada à forma de 
interação entre os alunos, que pode ocorrer 
em trocas de ideias em aulas laboratoriais, 
que utilizam um método de ensino diferen-
te do praticado em suas aulas expositivas.  
É possível, assim, estabelecer uma socializa-
ção inclusiva entre os alunos videntes e cegos, 
proporcionando a todos os alunos um ensino 
equitativo de oportunidades e promovendo a 
autonomia de todos.
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os alunos geralmente demonstram um 
interesse maior pela aula laboratorial, parti-
cipando de forma mais ativa da experimen-
tação, questionando tanto o professor quan-
to os demais alunos sobre o tema proposto. 
nesse contexto, articula-se assim uma troca 
de conhecimentos e conceitos sobre o conteú-
do entre alunos cegos e videntes, sendo cons-
truídos novos conhecimentos a partir de uma 
mudança de postura do professor. Porém, não 
basta indicar uma má formação do professor 
como o principal obstáculo no ensino equita-
tivo dos alunos, nem destacar os problemas 
em sua didática, quando ocorrem problemas 
que fogem da sua responsabilidade: carên-
cia de professores especialistas (que ofertam 
atendimento educacional especializado aos 
alunos com necessidades especiais), falta de 
material adaptado (por exemplo, soroban e 
calculadoras falantes) e ausência de cursos de 
formação continuada nas escolas. 
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Possíveis soluções para os problemas 
citados seriam a presença de professores es-
pecialistas que colaborem, visando a uma me-
lhor formação sobre o ensino inclusivo para 
os demais profissionais, pois, dessa maneira, 
poder-se-iam propagar conhecimentos para 
os colegas de trabalho e, também, adaptar 
possíveis materiais para os alunos com dV. 

e, repensando sua prática, os professores 
poderão assumir o papel de mediadores e fa-
cilitadores do desenvolvimento da aprendiza-
gem de seus alunos, estabelecendo a equipara-
ção de oportunidades entre estes. em virtude 
disso, os professores serão os incentivadores e 
estruturadores das atividades de aprendizagem 
e de ensino, desde que a comunidade escolar 
também os incentivem e ofereçam condições 
materiais e apoio para o trabalho.

a seguir, apresentaremos duas propostas 
de práticas de ensino diferenciadas, que acon-
teceram realmente em uma escola regular, 
onde estudam alunos com dV e videntes. São 
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propostas de atividades laboratoriais investi-
gativas, ou seja, é apresentado um problema 
aos alunos e todos devem levantar hipóteses 
e testá-las, de forma a solucioná-lo. É impor-
tante lembrarmos de que essas são atividades 
que integram os participantes socialmente.

então: “como é possível mostrar ao alu-
no com dV, assim como aos demais, as dife-
rentes velocidades com as quais um objeto 
desce uma rampa, considerando diferentes 
atritos?” 

Veremos isso mais adiante!

5.1.1 A necessidade de uma prática para inovar  
  o ensino de alunos com DV

Mediante a perspectiva do ensino inclu-
sivo, desenvolvemos uma investigação que 
teve início em 2009, em uma escola estadual 
da região de Santo andré onde notamos uma 
oferta desigual de oportunidades de apren-
dizagem entre os alunos videntes e cegos.  
os alunos com dV não estavam recebendo as 
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mesmas oportunidades de aprendizagem dos 
alunos videntes, devido à falta de materiais 
adaptados as suas necessidades especiais.

observamos aulas de Física (expositivas 
e experimentais), nessa escola, durante um 
determinado período, para verificarmos se as 
práticas pedagógicas ainda supervalorizam a 
visão e se os deficientes visuais não recebem 
as mesmas oportunidades de aprendizagem 
dos alunos videntes.

a escola é estadual, e fica na cidade de 
Santo andré/SP. Possui uma sala multifun-
cional, com uma professora especialista que 
atende os alunos em contra turno, trabalhando 
com o atendimento educacional especializa-
do (aee)9, sendo uma “escola polo para dV”.

durante as observações de aulas ex-
positivas, analisamos as formas como os 
professores articulam em suas aulas e como  
trabalham em uma turma com alunos com 

9 Mais informações em: Brasil, 2007.
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dV. além disso, pudemos verificar quais mé-
todos são utilizados pelos professores para 
atender às particularidades de cada aluno, ou 
seja, averiguamos quais estratégias os profes-
sores utilizam para equiparar as oportunida-
des dos alunos cegos e videntes. 

entretanto, percebemos que a comuni-
cação entre os alunos com dV e o professor 
apresenta falhas que comprometem a apren-
dizagem e o desenvolvimento do aluno com 
necessidades especiais. Para se ter uma ideia, 
observamos que, em algumas situações, as 
descrições de desenhos, gráficos e represen-
tações não eram realizadas ou eram precárias 
para que o aluno com dV pudesse compreen-
der o conceito envolvido, tal como já mostra-
mos na primeira parte deste capítulo.

outra observação importante é que a 
maneira como professor lida com os alunos 
com dV demonstra uma diferenciação em 
relação aos demais, fazendo com que não re-
cebam as mesmas informações. e, quando se 
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trata de avaliação, são também avaliados de 
forma facilitadora, não sendo promovida a 
superação de obstáculos da aprendizagem. 
isso se confirma quando, em entrevista, o 
professor comenta como o aluno com dV 
realizou a apresentação de um trabalho. en-
quanto os alunos videntes apresentaram seus 
trabalhos oralmente a todas da sala, os com 
dV o fizeram individualmente apenas para 
o professor, em uma proposta visivelmente 
facilitadora. 

Quando questionado sobre a razão dessa 
estratégia de avaliação diferenciada, o profes-
sor justificou ser um meio facilitador: “Mas... 
Pedi para apresentar para mim. Não foi para a 
sala toda como os outros”. 

os alunos videntes apresentaram o tra-
balho para a sala, porém o com dV sofreu 
segregação ao apresentar somente para a 
professora.

outro tratamento diferenciado entre 
os alunos são as determinações de lugares 
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particulares na sala de aula para os com dV, 
sempre na primeira carteira de frente para 
o professor. apesar de ser um facilitador do 
contato desses alunos com o professor, essa 
atitude não permite que o aluno tenha liber-
dade para se sentar nos demais lugares da 
classe – diferentemente dos demais alunos, 
que possuem livre arbítrio para sentarem-se 
onde desejarem. 

Figura 8 – alunos em aula expositiva 
Fonte: (SalMaZo, 2015).
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observando as atitudes na referida esco-
la, percebemos uma divisão entre os alunos.  
e essa cisão é algo que não favorece a troca de 
informações entre os alunos, prejudicando a 
aprendizagem de todos. isso porque o desen-
volvimento mental de uma pessoa dV está li-
gado com as relações sociais que ela mantém 
em seu cotidiano. logo, diversos conceitos 
ganham significação apenas quando são ex-
postos de forma social, algo que não observa-
mos nas aulas expositivas.

5.1.2 Uma proposta diferenciada para integrar  
  todos os alunos: deficientes visuais e videntes

a proposta era uma atividade experi-
mental investigativa, envolvendo o ensino 
de Mecânica. Com a concordância e a auto-
rização dos participantes, todos os videntes, 
inclusive o professor, usaram uma venda nos 
olhos, para atuarem junto aos deficientes vi-
suais na atividade experimental investigativa 
no espaço laboratorial. o objetivo era tentar 
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coletar informações sobre reflexões junto aos 
alunos com dV. diferentemente, nas aulas 
experimentais notamos uma interação distin-
ta entre os alunos, pois a percepção dos expe-
rimentos ocorreu principalmente pelo tato, já 
que os alunos videntes permaneceram venda-
dos, desde a sala de aula até o laboratório, e 
durante o experimento. 

Figura 9 - alunos se locomovendo com os olhos vendados 
Fonte: (SalMaZo, 2015).

durante a implementação desses experi-
mentos, tornamos a interação entre os alunos 
algo distinto das demais observações em aulas 
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expositivas, podendo notar como ocorria a 
colaboração nas trocas de informações entre 
videntes e dV em várias atividades na escola.

o aluno com dV que participou da ati-
vidade comentou:

“Os demais alunos sentiram na pele as 
nossas dificuldades, pois um amigo co-
mentou que parecia um abismo a escada 
e antes das atividades não tinha muita 
conversa, agora o pessoal ta respeitando 
e conversando mais com a gente.” 

Já no laboratório, durante o experimen-
to, todos os alunos ocupavam posições iguali-
tárias em torno da bancada. Pudemos obser-
var que os alunos cegos foram questionados 
diversas vezes pelos alunos videntes. outro 
aspecto interessante foi que a todo instan-
te os alunos com dV tinham de ajudar seus 
colegas, pois, ao estarem experimentando a 
falta de visão, os videntes sentiram muitas  
dificuldades para interpretar o que acontecia 
na bancada.
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Figura 10 – Montagem do experimento no laboratório 
Fonte: (SalMaZo, 2015).

os alunos entendiam o experimento ao 
tocá-lo e ao escutá-lo, ou seja, o professor não 
ficou preso ao giz e à lousa, materiais ao quais 
alunos com dV não possuem pleno acesso.  
o experimento representava diferentes forças 
de atrito em uma superfície inclinada. os alu-
nos tinham de deslizar um cubo, que possuía 
diferentes valores de coeficiente de atrito em 
suas superfícies (superfície lisa ou com lixa ou 
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vazada etc.) e analisar os diferentes ângulos que 
cada superfície necessitava para que o corpo 
iniciasse o movimento, deslizando pela rampa.

ao propor esse experimento, o professor 
utilizou uma estratégia diferenciada para en-
sinar o conteúdo aos seus alunos, atitude que 
mostra um reconhecimento da necessidade e 
da importância da transformação da prática 
pedagógica. essa proposta promove o ensino 
mais inclusivo, atingindo todas as necessi-
dades especiais dos alunos, inclusive possi-
bilitando uma reflexão, por parte dos alunos 
videntes (que muitas vezes não reconhecem 
a dificuldade do colega cego) também nas si-
tuações de aprendizagem.

a falta de reconhecimento dos alunos 
videntes fora identificada quando não colabo-
raram como deveriam durante as atividades 
em sala de aula. todavia, a partir da atividade 
experimental proposta – ocasião em que os 
alunos videntes participaram de olhos venda-
dos –, essa colaboração teve nítida mudança.  
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Pudemos notar essa alteração na conduta 
quando foi realizada a entrevista com um dos 
alunos com dV: “Os colegas sentiram na pele 
o que a gente passa aqui dentro. Não só aqui 
dentro mas lá fora também. Então, estão aju-
dando mais, não estão fazendo tanto barulho 
na hora que a gente quer ficar quieto para es-
cutar a explicação”.

Verificamos que nessa escola, apesar de 
possuir um diferencial no que se refere ao 
atendimento inclusivo ao aluno com dV em 
relação às demais escolas estaduais, ainda ha-
via obstáculos na equiparação de oportunida-
des entre cegos e videntes. 

entre os diferenciais, encontram-se a 
sala de recursos equipada com diversos ma-
teriais adaptados; uma professora especialista 
que ajuda a conscientizar os demais alunos 
a colaborarem com os que têm dV, além de 
possuir uma professora especialista com uma 
formação adequada para trabalhar com a in-
clusão destes alunos.
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todavia, identificamos que um dos prin-
cipais obstáculos na aprendizagem dos dV 
fora a má formação dos professores, tanto a 
inicial quanto a continuada, sobre a inclusão. 
dessa forma, os professores acabam tendo 
atitudes que não auxiliam no desenvolvimen-
to da autonomia dos alunos com dV, nem a 
superar seus limites, salvo a exceção dada à 
professora especialista presente na escola.

Cabe citarmos a afirmação de um pro-
fessor, em entrevista na escola observada, o 
qual declara que facilita a obtenção de nota 
por parte do aluno com dV:

“Nas avaliações, eu tenho um olhar di-
ferenciado, porque a direção e a coor-
denação sempre instruem que temos de 
ter um olhar diferenciado por causa da 
inclusão”. 

Pensando sobre essa formação, uma saí-
da seria o governo propiciar cursos formativos  
para que os professores pudessem refletir 
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sobre suas práticas e inserir inovações nas 
atividades aos alunos com dV. todavia, em 
entrevista, o professor de Física nos disse os 
cursos são pouco atrativos e demoram para 
ser ofertados: “A DE (Diretoria de Ensino) dá 
as coisas, mas demora. Parece que fica para a 
última instância”.

notamos, assim, que o auxílio e os cursos 
oferecidos pela de não são imediatos e de rápi-
da realização. em virtude disso, consideramos 
relevante a formação continuada dos professo-
res e gestores da escola, para que eles possam 
compreender melhor como utilizar as práticas 
pedagógicas inclusivas. acreditamos que essa 
formação deva ocorrer dentro e fora da de, 
ou seja, os cursos oferecidos pelo governo do 
estado não devem contemplar a totalidade da 
formação continuada, sendo necessário buscar 
horizontes mais amplos e significativos.

além disso, para que os cursos ofere-
cidos possam ser potencialmente motivado-
res aos professores, dever-se-iam buscar, de  
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antemão, as concepções de ensino e aprendiza-
gem destes profissionais, de forma a promover 
mudanças por meio da reflexão sobre a prática.

a partir desses levantamentos, para tor-
nar viável o uso de experimentos no ensino 
de Física, e nas demais disciplinas, é funda-
mental que os profissionais da educação re-
vejam as suas concepções sobre as práticas 
utilizadas no ensino de alunos com dV, para 
que todos os estudantes tenham condições de 
ser autônomos.

Para finalizarmos esta parte do capítulo, 
apresentamos uma reflexão sobre o ensino de 
Física aos dV e das diferentes estratégias para 
promover melhoria no ensino e no desenvol-
vimento da autonomia dos alunos videntes e 
deficientes visuais. Como pudemos verificar, 
uma das formas apresentadas foi o incentivo 
às práticas de trabalho que integrem os alu-
nos em sua totalidade, tal como o experimen-
to investigativo mencionado. 
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a seguir, apresentaremos outra proposta 
inovadora, que também possibilita a integra-
ção entre alunos para a solução de um proble-
ma (PBl) entre os alunos do eM.

5.2 A prática de ensino através dos Trabalhos de  
 Conclusão de Curso com alunos do Ensino Médio

Para uma aprendizagem inclusiva e 
integradora, é fundamental dar “voz e ou-
vidos” aos alunos; afinal, a oportunidade 
de participarem ativamente do seu proces-
so educativo pode auxiliá-los a identificar e 
a explorar suas capacidades. Sabemos que a 
escola já não é mais a fonte única e privile-
giada de aprendizagem. os alunos possuem 
conhecimentos prévios, adquiridos em cir-
cunstâncias diversas, que devem ser consi-
derados no processo de ensino.

Por outro lado, considerando casos es-
pecíficos, esses conhecimentos prévios e o 
engajamento à própria aprendizagem não se 
articulam de maneira espontânea. É nesse 
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momento que o papel da escola e do profes-
sor se torna fundamental, pois visa à seleção e 
sistematização das informações, à mediação e 
estruturação de discussões para produzir co-
nhecimento junto aos alunos.

relataremos um caso, em que um grupo 
de quatro professores do ensino Médio de-
senvolveram, junto aos seus alunos, uma ati-
vidade conhecida por trabalho de Conclusão 
de Curso. essa atividade usualmente é reali-
zada ao final de cursos de graduação, sempre 
envolvendo o formato de investigação e pes-
quisa. todavia, por se tratar de uma atividade 
que desenvolve o espírito científico, teve am-
pla aceitação no eM, incentivando os alunos 
a desenvolverem a alfabetização científica.

essa atividade sistematizava e impulsio-
nava a aprendizagem ativa dos alunos, assu-
mindo características de uma auto-aprendi-
zagem, na qual os estudantes determinavam 
seus objetivos, orientados pelos professores. 
essas características são semelhantes àque-
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las identificadas em diversos outros casos de 
aprendizagem Baseada em Problemas10, as 
quais elencamos:

i.  os alunos se conscientizavam do que 
já sabiam e do que precisariam para 
realizar a tarefa;

ii.  estímulo à pesquisa individual e em 
grupo de alunos;

iii.  sistematização do conhecimento me-
diada pelos professores, como fonte de 
saber e de regulação da aprendizagem;

iv. reflexão particular e compartilhada dos 
alunos sobre as tarefas desenvolvidas.

Vejamos, agora, como essas característi-
cas apareciam no trabalho!

a atividade envolvia temas das áreas 
de Matemática, Física, língua Portuguesa 
e informática, integrados por um cenário  
potencialmente real que os alunos deveriam 

10 Ver edmundo escrivão Filho e luís roberto de Ca-
margo ribeiro, 2009.
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analisar e investigar e, por fim, propor reso-
lução dos problemas durante seu percurso na 
3ª série. esse processo foi acompanhado pelos 
professores.

ao final do ano, os estudantes deveriam 
entregar aos professores uma monografia, en-
volvendo um texto de caráter científico, pro-
duzida em colaboração. também fazia parte 
do trabalho uma apresentação oral, para a 
divulgação do trabalho aos colegas. tanto a 
monografia quanto a apresentação deveriam 
expressar o percurso traçado até a resolução 
de cada um dos problemas. daí a origem no 
nome trabalho de Conclusão de Curso para 
a atividade.

desse modo, percebemos que essa ativi-
dade representou uma possibilidade em que 
não se separava o fazer científico – isto é, a 
maneira como um cientista atua – do ensi-
nar e aprender ciência, pois coloca aluno e 
professor do ensino Médio percorrendo os  
caminhos da ciência durante a construção de 
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seus conhecimentos. Para o início do traba-
lho, os professores elaboraram situações com 
descrições de problemas abertos que pode-
riam ser ampliados, diminuídos e adaptados 
pelos alunos.

essa flexibilidade de ampliação ou con-
tenção do problema favorecia que os pró-
prios alunos determinassem e focalizassem 
tópicos de investigação que lhes chamassem 
maior atenção. Por exemplo: dois grupos de 
alunos de salas diferentes escolheram um 
mesmo cenário, cujo assunto principal seria 
Segurança da Informação. Poderíamos espe-
rar que os trabalhos, os textos e as resolu-
ções dos problemas fossem as mesmas para 
os dois grupos. um grupo, porém, decidiu 
enfatizar, como tópico investigativo, os im-
pactos sociais da Segurança da Informação; 
enquanto o outro optou por investigar tópi-
cos de tecnologias que auxiliariam a seguran-
ça em computadores. diante de problemas 
abertos, isto é, que podem ser imaginados e  
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contextualizados pelos alunos e mediados 
pelos professores, raramente um tCC teria 
resolução de problemas idêntica entre os gru-
pos de alunos.

Citando um exemplo ainda mais con-
creto, relatamos outro cenário em que se 
descrevia o ambiente de uma Organização 
Não Governamental (ong), para a qual os 
estudantes deveriam se organizar em grupos, 
a fim de propor melhorias nos serviços ofe-
recidos por ela. Sintetizamos esse cenário no 
seguinte trecho:

“Uma Organização Não Governamen-
tal oferece serviços de inclusão digital 
à comunidade, tais como aulas de in-
formática e disponibilização de com-
putadores com acesso à internet e im-
pressão. Porém, esta ONG encontra-se 
com sérios problemas em seu setor de 
Tecnologia da Informação. Não existem 
computadores adequados à sua opera-
ção, pois estão obsoletos; não existem 
sistemas de informação que cadastrem 
e auxiliem os usuários; nem sempre a 
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internet funciona. Também não há 
muitos recursos financeiros para corri-
gir estas dificuldades citadas”.

os grupos de alunos recebiam uma pro-
posta de trabalho que descrevia o cenário a 
resolver. nessa fase, eram estimulados pelos 
professores a identificarem as dificuldades de 
operação cotidiana da ong, para posterior-
mente pensarem possibilidades de investiga-
ção e de atuação.

a seguir, elencamos dois dos principais 
problemas identificados pelos alunos:

a.  existência de equipamentos inade-
quados à operação da ong;

b.  não há sistemas de informação, como 
softwares, que auxiliem a inclusão di-
gital da comunidade da ong.

nessa etapa de levantamento dos proble-
mas, os professores mediavam discussões em 
aula com os alunos, mediante perguntas nor-
teadoras, para mobilizar os conhecimentos  
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que os estudantes já possuíam e para identifi-
car os conhecimentos que ainda deveriam ser 
elaborados para solucionar o problema. Por 
exemplo, algumas perguntas norteadoras eram: 
“o que será que é importante para se promover a 
inclusão digital?”, ou ainda “quais softwares exis-
tem, ou quais já usamos aqui na escola ou fora 
dela, para aprendermos algo?”, dentre outras. 

os alunos, então, incomodados pelos pro-
blemas a serem solucionados e pelas perguntas 
norteadoras, realizavam buscas na internet, 
geralmente consultando artigos científicos, 
para tentar melhor compreender a situação 
a ser investigada. essas buscas traziam novas 
discussões à sala de aula, e um passo seguinte 
era mediar a construção de uma pergunta de 
pesquisa a ser feita pelos grupos. 

Citamos a seguir, uma das pergun-
tas de pesquisa elaboradas pelos alunos: 
“Quais seriam as alternativas de resolução dos  
problemas, se há escassez de recursos financei-
ros para a ONG?”.
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após um levantamento inicial dos pro-
blemas, os estudantes eram encorajados a 
definir o escopo de pesquisa de seus grupos. 
esse escopo definia o tema a ser pesquisado 
e solucionado pelo grupo. temas como tec-
nologias sustentáveis, otimização de recursos, 
aperfeiçoamento de captação financeira fo-
ram os que emergiram das discussões iniciais 
dos estudantes com os professores.

uma vez delineado o escopo das pesqui-
sas, alguns tópicos investigativos eram toma-
dos pelos alunos. a seguir, conheça alguns 
desses tópicos:

a.  viabilidade de uso de softwares livres 
nas proposições de soluções;

b.  reutilização de computadores para 
aulas de manutenção de máquinas à 
comunidade da ong;

c.  descarte correto de resíduos eletrônicos;
d.  interferência eletromagnética no ca-

beamento de dados;
e.  ideias para captação de recursos fi-

nanceiros para ong;
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Como vemos, o cenário possibilitava a 
identificação, por parte dos alunos, de tópi-
cos que puderam ser apoiados por disciplinas 
como a Computação e a Física. também na 
construção do texto dos alunos, que era de 
gênero científico, a matéria de língua Portu-
guesa teve papel fundamental. Já na disciplina 
de Matemática, foi possível lançar mão, por 
exemplo, das aulas de geometria para que os 
alunos abstraíssem um cenário mais real e 
significativo, ao proporem layouts e desenhos 
com   medidas do prédio, salas e departamen-
tos da ong, cuja tarefa culminou na monta-
gem e na apresentação de maquetes do cená-
rio pelos alunos.

os métodos de resolução de problemas 
eram variados entre os grupos de alunos. al-
gumas equipes se dispuseram a fazer visitas 
de campo, para conhecer melhor o cotidiano 
de uma ong real e, assim, agregar infor-
mações e experiências. outras optaram pelo  
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levantamento bibliográfico como método, 
para pesquisar tópicos específicos, caso das 
buscas sobre software livre.

Como era permitido imaginar os desdo-
bramentos das situações-problema a partir de 
seus conhecimentos prévios e traçar objetivos 
de aprendizagem para elaborar soluções, os 
estudantes engajavam-se no projeto, geran-
do popularidade do trabalho pela escola. isso 
não acontecia sem a trivial mediação dos pro-
fessores envolvidos.

as aulas desses professores, quando 
abordavam o projeto, aumentava o engaja-
mento dos alunos. expliquemos: não havia 
“receita pronta” para dar aos alunos, nem os 
alunos tinham questões prontas; assim, es-
tas emergiam da discussão que o professor 
promovia e mediava em sala de aula. essas  
discussões orientavam novas buscas sema-
nais extraclasse a serem realizadas pelos  
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estudantes, que retornavam com novos resul-
tados e questionamentos à escola.

os professores estavam diante de opor-
tunidades únicas, pois vivenciavam momen-
tos de abertura dos alunos à aprendizagem, 
cada grupo com seus questionamentos.

as aulas de laboratório promoviam es-
paços adequados para o trabalho, onde os 
alunos poderiam discutir sobre o trabalho 
e pesquisar livremente em sites na internet. 
os professores criaram uma página de inter-
net na rede social Facebook para orientar o 
projeto. e esses recursos pareciam aumentar 
a sensação de liberdade e engajamento dos 
aprendizes.

a seguir, apresentamos uma figura que 
sintetiza o processo do referido trabalho de 
Conclusão de Curso:
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Promoveu-se, ao final das apresentações 
finais das soluções de problemas, um debate 
no auditório da escola, que deu voz a alunos e 
professores, fazendo-os refletirem sobre o de-
safio e as conquistas com o projeto. o resul-
tado geral das atividades dos tCCs, no final 
do ano letivo, deixou claro aos alunos e aos 
professores que o conhecimento foi construí-
do em colaboração ao longo do ano.

não foi fácil aos professores, por outro 
lado, sustentar o trabalho. eles se deparavam 
com diversos desafios, por exemplo: Como 
avaliar com métodos tradicionais – como 
provas e exercícios – as tarefas dos alunos?;  
o conhecimento produzido pelos grupos ti-
nha caráter mais generalista, como preparar 
os alunos para lidarem com questões específi-
cas como aquelas dos vestibulares, por exem-
plo?; Como poderiam lidar com a ansiedade 
dos grupos que consideravam a apresentação 
do final do ano como um “juízo final”?
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elencamos, a seguir, algumas estratégias 
elaboradas pelo grupo docente, quando este 
tentou responder às seguintes questões:

i.  agendamento de pré-apresentações 
dos trabalhos, a cada dois meses, em 
média, com a finalidade de avaliar 
continuamente os tCCs e sugerir 
melhorias. isso fazia com que os alu-
nos focassem na aprendizagem do dia 
a dia, e que a apresentação final seria 
uma síntese desse processo;

ii.  relatórios de autoavaliação dos alu-
nos, por meio do qual cada aluno po-
deria refletir sobre o que aprendeu em 
um período, e o que poderia aprender 
nas etapas seguintes.

essas estratégias surtiriam efeito. Con-
tudo, cabe indagarmos como se sentiriam 
os professores diante de uma abordagem de  
ensino inovadora, isto é, não tradicional? Sa-
beriam dar respostas prontas a tudo e a todos? 
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a estas colocações, percebíamos profes-
sores em situação de conflito e incertezas. era 
necessário que os professores também apren-
dessem e se formassem enquanto ensinavam 
seus alunos. logo, a reflexão conjunta sobre a 
prática e o trabalho colaborativo entre os do-
centes foram aspectos relevantes de sua for-
mação contínua.

Como um exemplo prático dessa forma-
ção, citamos algumas ideias conjuntas dos pro-
fessores visando à melhoria de suas atuações:

i.  reuniões pedagógicas semanais e en-
contros informais na escola para dis-
cutir ações pautadas pelos questiona-
mentos recentes dos alunos;

ii.  definição de critérios comuns de ava-
liação, de forma a equilibrar as ex-
pectativas das diferentes disciplinas 
envolvidas, usar notas médias em 
comum e reduzir a carga de trabalhos 
paralelos para os alunos.
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trabalhando em grupos de colabora-
ção, cada professor pôde enxergar seu papel 
dentro do projeto. Foi a professora de língua 
Portuguesa quem convidou a professora de 
Matemática a participar do projeto, e esta viu 
a chance de trabalhar assuntos da geome-
tria via elaboração de maquetes dos cenários 
da situação-problema; foram os alunos que 
procuraram o professor de Física para ques-
tioná-lo e solicitar ajuda em temas específi-
cos do cenário que investigavam, como ele-
tromagnetismo, por exemplo; foi o professor 
de informática quem convidou a professora 
de língua Portuguesa a ajudar os alunos na 
redação do texto científico das monografias, 
e foi este professor quem trouxe a ideia ini-
cial da proposta de trabalho de Conclusão de 
Curso, que tem sido formulada até hoje por 
todos do grupo.

devido ao exposto, constatamos que a 
atividade de ensino oferece oportunidade de 
aprendizagem não apenas para o aluno, mas 
também para o professor. Mais do que um 
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ambiente para se frequentar, a escola deve 
ser um espaço de promoção da autonomia 
dos alunos, de formação de futuros cidadãos 
críticos, capazes ao trabalho em colaboração. 
essa instituição deve ser inclusiva e focar no 
desenvolvimento pleno dos indivíduos dela 
participantes.
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